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Vorwort. 


Das vorliegende in zwei Bände eingeteilte Werk ist durch Zusammen- 
fassung und teilweise weitere Ausführung einer Folge von Vorlesungen 
entstanden, die mit mannigfachen Umgestaltungen und VervoUkommnungs- 
versuchen periodisch wiederkehrend seit einer langen Reihe von Jahren 
an der Universität München von mir gehalten wurden. Es geschah dies 
in der Absicht, den Studierenden der Mathematik, insbesondere schon 
denjenigen der ersten Semester eine auf ausschließlicher Benützung ele- 
mentarer Methoden beruhende, streng und einheitlich aufgebaute und 
zugleich nach Möglichkeit ausgebaute Darstellung der Hauptlehren der 
Funktionentheorie und ihrer arithmetischen Grundlagen zu bieten. Eine 
ausführliche Behandlung dieser Grundlagen bildet den Inhalt des ersten 
Bandes. Derselbe enthält außer der Lehre von den rationalen Zahlen im 
wesentlichen eine systematische Bearbeitung desjenigen Stoffgebietes, 
über welches in meinen Enzyklopädieartikeln: „Irrationalzahlen und 
Konvergenz unendlicher Prozesse^^ und „Unendliche Prozesse mit kom- 
plexen Termen^^ berichtet wurde (mit Ausschluß der Lehre von den un- 
endlichen Determinanten). Der zweite Band gibt dann eine Einführung 
in die Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen und der einfachsten mehrdeutigen Umkehrungsfiinktionen 
auf Grund der Weier straßschen Methoden und deren weiterer Aus- 
bildung, namentlich in bezug auf die Theorie der ganzen transzendenten 
Funktionen und der analytischen Fortsetzung. 

Bei der Abfassung des Buches habe ich, wie ja schon dessen Ent- 
stehungsweise vermuten läßt, in erster Linie an solche Leser gedacht, 
welche noch im Anfänge ihrer mathematischen Studien stehen. Irgend- 
welche, mathematischen Vorkenntnisse sind zum Verständnisse des ersten 
Bandes überhaupt nicht erforderlich, und, was für das Studium des zwei- 
ten Bandes als unentbehrlich vorausgesetzt wird, reduziert sich auf die 
Kenntnis einiger Begriffe und Sätze aus den Anfangsgründen der elemen- 
taren und der analytischen Geometrie. Auch die an die Auffassungsgabe 
des Lesers gestellten Anforderungen halten sich, wie ich glaube, in sehr 
mäßigen Grenzen, und ich würde eher furchten, eines stellenweise gar 
zu niedrigen Darstellungsniveaus oder allzu großer Breite geziehen zu 
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-vrerden, wenn nicht meine kngjahr^en LehrerfEdiningen mich hoffen 
ließen, in dieser Hinsicht annähernd das richtige getroffen zu haben. Daß 
trotz des elementaren Charakters der Darstellung durchweg möglichste 
Strenge der Beweisführung angestrebt wird, bedarf wohl kaum der Er- 
wähnung, da dies nach meinem Dafürhalten als selbstrerständliche For- 
derung jeder mathematischen Darstellung gelten sollte. Um die Auf- 
merksamkeit des Lesers nicht in unnötiger, nach meinem Dafürhalten 
häufig geradezu als störend empfondeuer Weise von dem systematischen 
Bange der Untersuchung abzuziehen, sind (mit verschwindenden Aus- 
nahmen) etwaige Quellenangaben, literarische Hinweise, historische Be- 
merkungen imd sonstige aUenfaUs wünschenswert erscheinende Er^in- 
zungen in einen besonderen, am Ende jedes einzelnen Bandes befindlichen 
Anhang verwiesen. Im übrigen sei noch ausdrücklich hervorgehoben, claß 
der Inhalt dieser Vorlesungen keineswegs nur auf die Entwicklung der not- 
wendigsten Elemettie der iu Betracht kommenden Gebiete sich beschränkt. 
Vielmehr suchte ich bei der Behandlung der einzelnen Gegenstände eine 
gewisse, über dmi nächstiiegenden Bedarf des Anfängers wesentlich hinaus- 
gehende Vollständigkeit zu erreichen. Und als leitenden Grundgedanken, 
der mir in gleicher Weise bei der Abfassung des arithmetischen, wie des 
funktionentheoretischen Teils vorschwebte, möchte ich die Durchführung 
der Absicht bezeichnen, die elmentarm Methoden nach Möglichkeit ems- 
mwätzen bzw. weit genug auseubüdeii, um den Leser mit den modernen 
VerscMrfnngen und Vertiefungen der Begriffe und Fragestellungen ver- 
traut machen zu können und ihn so nahe, wie es die Einfachheit der auf- 
gewendeteu Hilfsmittel ii^end gestattet, au die Grenzen unserer heutigen 
Erkenntnis heranznführen. Hiernach hege ich die Hoffnung, daß diese 
Vorlesungen auch fortgeschrittneren Lesern merklichen Nutzen gewähren 
und, zum mindesten in bezug auf die Art der Darstellung, auch der Be- 
achtung der e^entlichen Fachgeuossen nicht unwert sein dürften. 

Der erste, als ZaUerüehre bezeichnete Bernd erscheint in drei Ab- 
teüungen, deren jede, unbeschadet des zwischen ihnen bestehenden Zu- 
sammenhanges, ein vollständig abgeschlossenes Stoffgebiet nmfaßi Diese 
Zerlegung dürfte namentlich denjenigen Studierenden willkommen sein, 
welche von der ersten, die Einführung und Ausgestaltung des reellen 
Zahl- und Grenzb^iffes enthaltenden Ahteilmg zunächst nur als einer 
passenden Ergänzung zu. den üblichen Vorlesungen über Infinitesimal- 
rechnung Gebrauch .machen woUeu, da in diesen letzteren die für jedes 
tigere Verständnis der Analysis unentbehrlichen arithmetischen Grund- 
It^n erfahrung^mäß aus Mangel an Zeit entweder als im wesentlichen 
bekannt vorausgesetzt oder zum mindesten nicht mit genügender Aus- 
führlichkeit behandelt zu werden pfi^en. 
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Bezüglich der zweckmäßigsten Einfühnrngsart des Zahlbegriffis schei- 
nen zwischen den Mathematikern noch immer recht erhebliche Meinongs- 
Terschiedenheiten zn herrschen. Ich habe mich von jeher der zuerst wohl 
Ton Heine scharf ausgesprochenen, insbesondere auch von Helmholtz 
mit Machdruck vertretenen Auf&ssung angeschlossen, die unter ZaMm 
ledigUch ein geordnetes, bestimmten Yerknüpfiingsregeln genügendes 
System von Zeidien verstanden wissen will und somit eine voUsi&idige 
Trennung der reinen ZcMenldire von der Orößenkiire austrebt. In der 
vorliegenden Darstellung gehe ich insofern noch einen Schritt weiter, 
als ich den Begriff der naWrlichen Zahl zunächst an ein ganz ^aesnt^es 
Zeichensystem, nämlich an dasjenige unserer dekadischen Ziffemschrift 
knüpfe. Indem ich dieses Zeichensystem in bestimmter Anordnung auf 
Grund genau beschriebener rein kombinatorischer Regeln gewissermaßen 
vor den Augen des Lesers entstehen lasse, gewinne ich eine „kanonisdie 
Form" für die unbegrenzt fortsetzbare, geordnete Folge der natürlichen 
Zahlen, sodaß die Existenz dieser letzteren damit für mich außer Frage 
steht (selbst auf die Gefahr hin, daß unmrhittUche Logiker, Axiomatiker 
oder Mengentheoretiker hiergegen Widerspruch erheben sollten). Für die 
in diesem Zusammenhänge lediglich als OrdinalzaMen auftretenden natür- 
lichen Zahlen wird die AddUion nach dem Yoi^ange von H. Graßmann 
rekursorisch definiert, sodann das assoziative und kommutative Yerhalteu 
einer Summe von der Form o -f- & + c in bekannter Weise durch voU- 
siandige Induktion abgeleitet (deren Zuj^sigkeit ich als eine unmittelbare 
Folge der bloßen Existenz der geordneten Reihe der natürlichen Zahlen 
betrachte). Um das Yorhandensein jener Eigenschaften auf „beliebige" 
Summen übertragen zu können, erweist sich der Begriff der Anzahl als 
unentbehrlich, und es wird daher zunächst gezeigt, wie die bisher ge- 
schaffenen OrdindeaMen als AnzcMezeiehmn^en oder, wie man zu sagen 
pflegt, als KardmodzaMm angewendet werden können. 

Es folgt alsdann die reknrsorische Behandlung der MuU^likation 
mit ihren charakteristischen Eigenschaften imd, im Anschluß an die üm- 
Mvrwng der beiden genannten fundamentalen Rechnungsoperationen, die 
Einführung neuer Zahlen: ' der JBrüche (aus Zweckmäßigkeitsgründen «ru- 
ersQ, sowie der NviE und der negativen Zahlen. Für die Feststellung, wie 
diese neuen Zahlen zn ordnen bzw. in die Folge der schon vorhandenen 
emzuoränen sind und wie mit ihnen geredmed werden muß, dient das ge- 
wöhnlich nach dem Yoigange von Hankel (nicht besonders glücklich) 
als Prinzip der „Eermcmend* formaler Gesetze bezeichnete Übertragungs- 
prinzip tmd zwar in einer nach meinem Dafürhalten merklich verbesserten 
Form, welche ihm den Charakter einer gewissen logischen Notwendigkeit 
verleiht. Es werden nämlich allemal neue Zahbswhen in solchem Umfange 
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eingeführt, daß eine Teilmenge derselben lediglich neue Zeichen fdr he- 
reits vorhcmdene Zahlen vorstellt. Für diese letzteren bestehen also schon 
ganz bestimmte, auf die FeststeUong ihrer Sukzession nnd die DeiSnition 
der Eechnnngsoperationen bezügliche Regeln, die sich ohne weiteres in 
die neuen Bezeichnungen umschreiben lassen. Soll dann in der Hand- 
habung des gesamten neu geschaffenen Zeichenvorrats nicht eine voll- 
siändige Yerwiming eintreten, so bleibt kaum etwas anderes übrig, als jene 
für einen Teil desselben bereits zu Recht bestehenden Regeln definitions- 
weise auf die Gesamtheit auszudehnen und diesen Schritt durch den Nach- 
weis zu legitimieren, daß die so getroffenen Festsetzungen den an sie zu 
stelleaden Anforderungen widerspruchslos genügen. 

Das soeben geschilderte Verfahren, welches zunächst Anwendung 
findet, um das ursprüngliche Gebiet der natürlidifm Zahlen zu demjenigen 
der raMondm zu erweitern, leistet nicht minder gute Dienste bei der Ein- 
führung der Zahlen, welche im wesentlichen nach der Meraj- 

Gantorschen Methode erfolgt. Als Vorbereitung dient eine ausführliche 
Behandlung der Lehre von den systmaUsdim Brüchen (Systembrüchen), 
die insbesondere dazu führt, in den unbegrenzt fortsetzbaren pmodisckm 
Systembrüchen bzw. einer von mir als raUoncdrJumio&rg&de ZoMenfcAgen be- 
zeichueten VeraUgemeinenmg derselben, brauchbare Äquivalente, also nem 
Zahleeichen für die bereits vorhandenen ratmuüen Zahlen zu gewinnen. 
Durch bloße Übertragmg der für Anordnung und Verknüpfung der ratio- 
nalen Zahlen bestehenden Gesetze in die nene Schreibweise ergibt sich 
dann ohne weiteres ein entsprechender Romplex bereits gemhtstier Regeln 
für jene neue Art von Zahlzeichen, und es bedarf nnr der Ausdehnung 
dieser Regeln auf bdiMge unbegrenzt fortsetzbare Sgstenümiche bzw. hon- 
vergente ZMenfolgen („Fundamentalreihen'' in der Cantorschen Bezeich- 
nung) einschließlich des oben angedeuteten er^inzeuden Nachweises, um 
damit alles erforderliche für die Eiufühmi^ der allgemeinen reeßen bzw. 
der hierbei als neu hinzntretenden irraHoncden Zahlen zu leisten. 

Nach einem Exkurs über die MecMmheä der rationalen und auch 
der algebraischen, die NüMdbeiOdharkeit der irratioiuden Zahlen folgt die 
Einführung des ..renehegriffs einschließlich der „tmeigenMchen“ Grenz- 
werte -|- oo und — 00, sowie die Formulierung des sogenannten oß- 
gememen KcmergeMprinei^s, d. h. die Aufstellung der notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für die Emtene des Orenewertes einer ab- 
zahlbaren Zahlenmenge. Die weitere Ausbildung der Rechenoperationen 
mit allgemeinen reellen Zahlen führt sodann zur Definition und genaneren 
Untersuchung der Poteneen mit (positiver Basis und) bdiebigemEa^ponenten 
und der I/>gcariQmen, insbesondere der ncetürUchen Logarithmen und ihrer 
Basis e. 
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Hieran schließen sich die Einführung .der urUeren und oberen Grenze, 
die Weiterbildung des Grew^jccribegriffes zum unteren bzw. oberen Limes 
und zur Eäufungszähl, ferner die Untersuchung der sogenannten 
stinmten Quotienten und die Glraduiemng des Zlnendlieh- und NuHicerdens, 
sowie die Aufstellung Ton ünendlicJikeitsshilen. Mit einer eingehenden 
Untersuchung der zwäfaeh-unenälichen ZoMenfdlgen und der dabei zum 
Vorschein kommenden GrenzwertmSglichkeiten schließt diese ersU Ab- 
teilung. 

Die zw^te Abteilung enthält eine ausführliche Theorie der unend- 
lichen Reihen mit reellen Gliedern, die dritie, außer der Einführung der 
komplexen Zahlen und der hierdurch erforderlich werdenden VerroU- 
sföndignng der Reihenlehre, die Theorie der unendlichen Produkte und 
Eettenbrüche, dazu den oben erwähnten Anhang und ein alphabetisches 
Sachregister. 


München, im April 1916. 
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Abschnitt I. 


Reelle ZaMen und Zahlenfolgen. 

Einleitimg. 

Begriflf und allgemeine Eigenscliaften der reellen Zahlen. 

Unter dem Inbegriffe der redlm Zahlen verstehen wir eine geordnete^ 
imhegrenate Menge durch Vereinlcmmg festgesetzter, bestimmten Fer- 
hnüpfungsregdn genügender Zeichen. 

Zur vorläufigen Erläuterung der in dieser Aussage zusammen- 
gefaßten Haupteigenschaften der reellen Zahlen diene folgendes: 

!• Die Menge der reellen Zahlen ist eine y^geordnete^^ d. h. jedem der 
fraghchen Zeichen kommt innerhalb ihrer Gesamtheit ein eindeutig Je- 
sHmmter Plate oder Bang zu, jedoch verschiedenen Zeichen nicht allemal 
verschiedene Plätze. Bedeuten also a und h zwei verschiedene Zeichen des 
Systems, so kann der Fall eintreten, daß a und h denselben Platz (Bang) 
einnehmen: dann ist b diesdbe ZM wie a, anders gesprochen, b ist dann 
nur ein anderes Zeichen fOr die Zahl a. Wir drücken diesen Sachverhalt 
schematisch durch die Schreibweise aus: 

(1) a^b oder auch: 6 = a. 

In jedem anderen Falle besteht eine eindeutige Bestimmung darüber, daß 
a entweder dem b vorangeht oder ihm nachfölgty in Zeichen: 

(2) a<b bzw. (3) a>6.*) 

1) Z. B. 4- ist eine bestmunte Zahl nnd 0,6, 0,4999 • • • sind andere Zeichen 

I 

für y, daher schreiben wir; 

Y - (8- § S. 88) 

0,6 (8. § 17, S. 9») 

0,4999 ... (b. § 20, 8. 119). 

2} Hierbei wird also zunächst der Begriff der geordneten Menge an eine be- 
stimmte räumliche Anschauung geknüpft. Indessen geschieht dies lediglich, um die 

]PzixiBBheim. VoxleBungen T, 1. 1 
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Nr. 1. 


Da bei derjenigen fundamentalen Anwmämg der reellen Zahlen^), welcher 
sie überhaupt ihre Mnfiihnmg verdanken (nämlich bei ihrer Verwertung 
zur SesehreibvMg von Mengenbeniehungen eäJiHarer oder von GfÖßen- 
h&siehmgm meßbarer Dinge), jene Relationen (1), (2), (3) den Begriffen: 
f^leick“, fßeiner^', ^ößer*‘ in der üblichen empirischen Bedeutung ent- 
sprechen, so werden wir, abgesehen von den beiden ersten Paragraphen, 
als (^rachliehen A.usdrack für die Beziehungen (1), (2), (3) uns stets der 
Bedewmdmgen bedienen: 

(la) a ist gleU^ l oder h ist gleich a, 

(2a) OS ist Meiner als b, bzw. (3a) a ist großer als b. 

Dabei ist aber festzuhalten, daß trote dieser Äusdrucksweise die Re- 
lationen (1) generell zunächst nur die Verfauschbarlceit, die Rationen (2) 
und (3) eine bestimmte Stdceession von a und b bedeuten, und es sei aus- 
drücklich hervorgehoben, daß ihre Auffassung als Mengen- oder Qr'ößen- 
besiMimgen ohne eine entspreehmxde Umdeiäung der Bezeichnungen 
,^Mner^‘ und „größer** in unendlich vielen Fällen geradezu widersinnig 
erscheinen würde.*) 

Auf&Bstuig za erleichtern und ist prinzipi^ dnxchaus entbehrlich. Man hat, um 
zu dem Begriffe einer geordneten (zweiseitig unbegrenzten) Menge von iigendwdchen 
Elementen zu gelangen, nur folgende Festsetzungmi zu treffen: 

(I) Die Gesamtheit aller von irgendeinem Elemente a verschiedenen Elemente 
zerfSUt in stoei getrennte Klassen von Elementen h bzw. b'. Die Zugehörigkeit zu 
der einen oder anderen Klasse wird dargestellt durch eine der beiden Beeidungen: 

b < «, a<b', 

und zwar kann dann nicht gleichzeitig a<^b bzw. b'<^a sein. 

(D) Aus b < a, a < b" folgt allemal: 

i><y, 

und diese Beziehung besteht dann unabhängig von der Wahl der Zahl a. 

(ni) Die Beziehung 6' )> 6 

ist lediglich eine (ans Zweckmäßigkeitsgrflnden wünschenswerte) andere Stdireib- 
weise der Beziehung b ■< b'. 

1) Genauer gesagt; eines Teiles der reellen Zählen, nämlich der sog. absoluten 
oder posüiven. 

2) Dies gilt nicht nur für Relationen wie: 

- 1 < 0, — 2 < — 1 (8. § 12, S. 70, Ungl. (11)), 
sondern auch schon für: 

0<1 (S12, S. 70,UngL(ll)). 

Denn betrachtet man etwa 1 als Symbol irgendeiner mefibaien GrÖBe (z. B. Strecke, 
ebenen Fignr usw.), so entspricht dem Zeichen 0 überhaupt keine damit vergleich!- 
bare. Die Auffassung der Relation 0<i als Orößenbetkhwng wäre also gerade so 
widersinnig, als ob man sagen wollte: Ein ist Urm ala eine gewisse 

Strecke; eine Strecke ist schmaler als ein gewisses Becktede usf. 
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2. Die Menge der reellen Zahlen ist „unbeyrene^ in dem folgenden 
Sinne ^): es gibt in der Sukzession der reellen ZaÜen Tteme erste („kleinste“) 
und keine letgte („größte^'); und es gibt auch stets eine Zahl (und folglich 
deren v/nbegrenst viel^ awiscfien irgend zwei beliebigen. Sind also a, h 
irgendzwei Zahlen tou der Beschaffenheit, daß a < b, so gibt es stets 
Zahlen a', V, c, derart, daß: 

(4) a'<a<V<h<c. 

3. Die eben näher beschriebene Ui^egrene&ieit der Menge der reellen 
Zahlen, d. h. ZaMzeichen, schließt keineswegs ans, daß diese letzteren 
ämch Vereinharung voUkommen fmemi erscheinen. Hierzu bedarf es ledig- 
lich einer hegremten Anzahl geordneter Fundcmentdlgeiclien („Ziffern“) 
und sodann eines Qesdses, nach welchem aus diesen durch Verbindung 
und Wiederholung, aUenfaUs mit Hinzunahme gewisser Müfseeidien (wie 
des Minussekhms bei den „negativen“ Zahlen, des Brudtskidies oder 
des Kommas bei den „gewöhnlichen“ bzw. „Dezimalbrüchen“), immer 
neue Zeigten zu bilden und der Sukeession der bereits yorhandenen an- 
mreihm bzw. emeuordnen sind. 

4. Die bei der Definition der Zahlen ausdrücklich erwähnten Ver- 
knüpfigngsregdn {„Sedmmgsregdn“, „Be(imungsoperaHonen‘^ beatmen, daß 
bestimmte, zumeist durch besondere Zeichen (j^Rechnrngseeidien“, „Opera- 
Uonszeidmf^) kenntlioh gemachte Verbmdmgen meier oder mehrerer Zählen 
durch eine einzige ersetzt werden können; in schematischer Darstellung: 

(5) H(n,a',a",. ••)-&, 

wo ll{a, a',a", ' ■•') eine geeignete Verbindung der reellen Zahlen 
(a, ä, a", • ••),b eine reelle Zahl rorstellt. 

Im folgenden werden die VerknüpfrmgBregdbi zunächst für eine 
spezielle, zur sinnlichen Erfahrungswelt in besonders einfacher Beziehung 
stehende Eiasse reeller Zahlen (der sog. ,piatfirlichen'^ definiert; gewisse, 
naturgemäß hieraus erwachsende Probleme führen dann sukzessive zur 
weiteren Ausgestaltung des Zahlengebietes. 

1) Das Woxt „tmbegremff* wird Mer in Ermanglung einer anderen passenden 
Bezeichnung in um&ssenderer Bedeutung gebraucht, als sonst in der Zahlenlehre 
üblich ist und auch späterhin ansschlieSlibh geschieht. 



Kapitel I. 

Die rationalen Zahlen. 

§ 1. Die natfirliclien Zahlen. 

1. Es sei eine endlose Folge Ton Zeichen durch folgende Merkmale 
charakterisiert: sie selbst und jede durch Weglassung von Anfangs- 
gliedem entstehende Teüfolge legmnt mit einem bestimmten Zeichen 
und IraTin nach bestimmten Regeln imiegrend fortgesetzt werden, derart 
daß man imstande ist, zu jedem einzelnen Zeichen das mmittelbar fol- 
gende und, abgesehen von dem Anfangsgliede, auch das unmiUeTba/ir vora/n- 
gdiende mit eindeutiger Bestimmtheit anzugeben, daß ferner ein bereits vor- 
handenes Zeichen niemals wiederlcehrt und daß sich stets mit Sicherheit 
feststellen läßt, wdches von zwei beliebig aus der Folge herausgegriffenen 
Zeichen dem anderen vorcmgeht Eine solche Zeichenfolge könnte man 
auf primitivste Art am einem einzigen Fundamentaleeichen, etwa |, durch 
sukzessive Wiederholung herstellen, also: 

1, II, III, iiii, lim, • • •. 

doch trSxe sie wegen, ihrer auSerordenÜichen Unübersichtlichkeit 
lieh nnbranchbar. Man wird also z\ir Herstellung einer Zeichenfolge der 
finglichen Art sich mäirerer Fmdcmen/talgeichm (in gec^ohtnismäßig ein.- 
gepr%ter Anordntmg) und der durch systematische Yerbindung und 
Wiederholung daraus zu bildenden Zeiehmgn^apm bedienen. Es leuchtet 
unmittelbar ein, daß man auch verh^inimäßig enifemte ÖHeder der 
Zeichenfolge um so Mreer und daher auch um so iß>er8iMicher zusam- 
mensetzen kann, je mävr einfadte Ftmdametitaleeiche» man zur Yerfiigung 
hat, daß aber andererseits mit der Termdmmg der Etmdamentalzeichen 
die Schwierigkeit der gedächtnismäßigen Einpiagung dieser Zeichen und 
ihrer Reihenfolge wächst, somit die Übersicht in gewissem Sinne auch 
wieder eine Frs(Smarmg erleidet. Über die Zweckmäßigkeit einer be< 
stimmten Wahl entscheidet schließlich Er&hrung und Gewöhnung. Ohne 
uns an dieser Stelle auf Erörterung rerscMedener Möglichkeiten, auf 
historische oder psychologische Betrachtungen einznlassen, wollen wir 
uns an die Tatsache halten, daß man si(dx heutzutage zur Erreichung 
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des gedachten Zweckes bei den Völkern abendländischer Kultur ganz 
allgemein der sogenannten ardbisdien Ziffern und der d^aäischm Sc^e^ 
weise bedient, und wollen zeigen, wie man mit diesen Hilfsmitteln sich 
wirklich ein Zeichensystem mit den verlangten Eigenschaften verschaffen 
kann, auch wenn man vorläufig von der „additiven“ Bedeutui^ jener „de- 
kadischen“ Schreibweise^) voUsiändig absieht und rein mechanisch oder, 
präziser ausgedrückt, rein konümiatorisch dabei zu Werke geht. 

2. Als FwtäciAnentcJaeichen dienen die , Äffern“: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

und dazu als Eüfsmdien für die weitere Zeidhenbildung noch die ZifferO. 
Jene ersteren bilden in der angeschriebenen Beffienfdlge die Anfangs- 
glieder der fraglichen Zeichenfolge, deren ein/oehe Zeichen damit erschöpft 
sind und für deren Fortsetzung vermittelst sukzessive zu bildender Ziffem- 
verbindungen die folgenden Hegeln gelten: 

(1) Alle Verbindungen, welche mit 0 mfmgm, sind wegzulassen. 
Im übrigen gilt 0 bei dem noch anzugebenden Verfahren zur Herstellung 
und Anordnung der zu bildenden Verbindungen als die niedrigste, der 1 
also noch vorangehende Ziffer. 

(2) Man bilde jetzt alle möglichen (d. h. immer ausschließlich der 
mit 0 anfaugenden) Verbindungen je einer Ziffer mit jeder anderen und 
mit s^si und beginne dabei mit deqenigen, welche aus den niedrig- 
sten Ziffern besteht, also, da 00 und 01 auszuschließen sind, mit 10. So- 
dann ersetze man die letg^ Ziffer durch die nächst höhere, solange eine 
solche vorhanden ist. Man erhält auf diese Weise als auf 10 folgend die 
Zahlzeichen 11 bis 19 in der üblichen Anordnung. 

(3) Da jetzt eine weitere Erhöhung der letzten Ziffer nnmöglidi ist, 
so ersetze man die vorang^unde durdi die nächst höhere, also 1 durch 2, 
dag^en die letele durch 0. Man erhält auf diese Weise 20 und sodann 
durch Anwendung des in (2) beschriebenen Verfahrens die Zahlzeichen 
21 bis 29. 

(4) So fortfahrend gelangt man schließlich zu dem Zahlzeichen 99, 
welches eine weitere Erhöhung der vorhandenen Ziffern nidit znläßt. 
Man muß daher zur Bildung neuer Zeidbenverbindungen eine weitere 
Ziffer zu Hilfe nehmen und beginnt im Anschluß an das bisher beobach- 
tete Vetfithren mit der niedrigsten überhaupt zulässigen Verbindung der 
entsprechenden Art, also mit 100. Indem man sodann auf die letete bzw. 
auf die Imden Idbsten Stellen das analoge Verfahren wie bisher auwendei^ 
gelangt man sukzessive zu dem Zählzeichen 199, aus welchem, immer 


1) Davon mrd bei späterer Gelegenbeit noch die Bede sein: s. § lü (S. 96). 
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wieder nach dem gleichen Prinzip, das Zahlzeichen 200 als das nächst- 
folgende herroi^eht. 

Es ist Mar, daB sich dieses Verfahren zur Erzeugung immer neuer, 
einer gwne h&ümmtein Ordnung auftretmider Zahlzeichen vaibegrenet 
fortsetzen läßt. Man findet zu jedem einzelnen dieser Zahlzeichen das 
mittdbar folgende, indem man die letete (d. L am recMen Ende stehende) 
ZifPer durch die nächst höhere ersetzt, was nur dann unmöglich wird, 
wenn diese letzte Ziffer 9 ist. ln diesem Falle erhöhe man die vorletzte, 
oder wenn auch diese hzw. noch eine oder mehrere sich unmittelbar an- 
schließende die 9 sein sollten, die (sc. bei Zählung von rechts nach links) 
erste von 9 verschiedem Ziffer und ersetze zugleich jede vwamgego/ngene 9 
durch 0; oder aber, wenn cSle Stellen mit 9 besetzt sind, so füge man 
am Ik/ÜMm Ende eine 1 hinzu und besetze alle übrige Stellen mit 0. 

3. Um festzusteUen, daß in der soeben beschriebenen, unbegrenzt 
fortsetzbaren Zeichenreihe kein Zeichen mederWuren kann, bemerke man 
zunächst, daß durch jedes einzelne Zeichen nicht nur, wie eben gezeigi^ 
das unmittelbar fdgende, sondern auch, wie zu An&ng dieses Para- 
graphen ausdrücMidh verlangt wurde, das unmittelbar vorangehende 
völlig emdewHg bestimmt ist, ausführlicher gesagt, daß man zu jedem 
jener Folge willkürlich entnommenen Zeichen (selbstversiSndlich außer 1) 
das unmittelbar voramgehmde durch Umkehrung des eindeutig definierten 
Erzeugungsprozesses sofort herstdten kann: man hat nur die letete Ziffer 
durch die nädist niedbrigere zu ersetzen; sollte aber die letzte Ziffer und 
eventuell auch noch eine oder mehrere unmittelbar vorangehende 0 sein, 
so hat man die (bei Zählung von rechts nach links) erste von 0 verschie- 
dene Ziffer durch die nääist niedrigere, jede vorangegcmgene 0 durch 9 
zu ersetzen; nur wenn alle Ziffern mit Ausnahme der ersten 0, die erste 
aber 1 ist, so hat man diese w^ulassen und alle übrigen Stellen mit 9 
zu besetzen. Man kann hiernach aus jedem beliebig herausgegriffeneu 
Zeichen durch BUdäjüdmg auch die gesamte Folge der vorhergehenden 
bis zum Anfangsgliede 1 ahleiten. 

Angenommen nun, irgendein Zeichen, das a genannt werden möge, 
käme an einer späteren Stelle der Folge, wo wir es h nennen wollen^), 
nodmcds vor. Alsdann müßte nach dem eben gessgten audi das dem a 
unmittelbar vorangehende Zeichen mit demjenigen, welches unmittelbBr 
dem h vorangehi^ also wiederum mit einem' vorkommenden Zeichen 
übereinstimmen. Und durch Fortsetzung dieser Schlußweise würde sich 
schließlidi ergeben, daß auch das Zeichen 1 an einer späteren Stelle der 

1) Der üatersohied in der Benennung bezieht sich lediglich auf die Yereehie- 
denheit der Stellm, an welchen das betreffende 2!eiidien vorkonunt. Als blofle 
ZeüAen betrachtet sind 'a und b als vSllig identisch anznaehen. 
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Zeiclienfolge nochmals rorkommen müßte, was dock auf Grand ihres 
Bildungsgesetzes ausgeschlossen erscheint. 

4. Es bleibt noch zu zeigen, daß die gegenseitige Stellung zweier 
beliebig aus der Folge herausgegriffener Zeichen, die wir wieder mit a 
und b bezeichnen wollen, durch Yergleidvung dieser Zeichen stets mit 
Sicherheit erkannt werden kann. Man schreibe die einzelnen Ziffern des 
einen Zeichens, von links beginnend, genau unter die entsprechenden des 
anderen, anders ausgesprochen, man ordne jeder Ziffer des einen Zeichens, 
von links beginnend und der Beihe nach fortschreitend, eine Ziffer des 
anderen zu. Dabei sind zwei verschiedene Fälle möglich. Im ersten, dCm 
offenbar aMgememeren, werden bei dieser gegenseitigen paarweisen Zu- 
ordnung die Ziffern des einen Zeichens schon erschöpft sein, während 
von denen des anderen, z. B. von h, noch ein Überschuß vorhanden ist. 
Dann nimmt offenbar h in der Zeichenfolge einen ^ätere» Platz ein, als a. 
Denn da bei der sukzessiven Herstellung der Zeichen wohl Ziffern Jmmi- 
gefugt, dagegen bereits vorhandene niemals schlechthin weggdassen, son- 
dern nur durch andere ersetzt werden, so folgt, daß b nur erzeugt werden 
konnte, nachdem a schon vorhanden war. In dem zweiten (dem speziel- 
leren) Falle werden die Ziffern von a und b paarweise gegeneinander 
aufgehen. Yergleicht mau dann, von links anfangend, die Ziffern von a 
und h, BO können diese keinesfalls durchweg paarweise übereinstimmeu, 
da ja, wie in Nr. 3 gezeigt wurde, b nicht mit a identisch sein kann. Es 
muß also eine erste Stelle geben, au der das eine Zeichen, z. B. wieder b, 
eine höhere Ziffer aufweist, als das andere. Dann geht aber wiedei^ 
aus dem Erzeugungsgesetz der betraditeten- Zeichenfolge unzweideutig 
hervor, daß b dabei später ztun Vorschein kommt als a, also in der ge- 
ordneten Zeichenfolge einen s^päteren Platz einnimmt. 

5. Das vorstehend beschriebene Z&i^ensystem bezeichnen wir als die 
geordnete Folge der natürlichen Za^den, jedes ems^hne dieser Zeießwn als* 
natiirtvdie ZcM. Damit soll aber nicht etwa gesagt sein, daß nur diese 
Zeichen als natürliche Zahlen anzusehen sind. Andere Zeiten, andere 
Völker benützten und benützen andere Zeichen als natürliche Zahlen, wir 
selbst bedienen uns gelegentlich römischer Ziffern, und die Ausbildung 
unserer Arithmetik liefert sogar, wie sich im Verlaufe unserer ünter- 
suchungen noch im einzelnen zeigen wird, für jede natÜrUohe Zahl unbe- 
grenzt eide Zeidien^) zur Anwendung für besondere Zwecke oder in einem 
bestimmten Zusammenhänge. Allen diesen Möglichkeiten gegenüber 

1) Z. B. nneigentliclie Brüche (s. § 8, S. 41), djadische Zahlen bzw. Zahlen 
anderer, nach dem Muster der dekadischen gebildeter Systeme (a. § 16, 8. 96), 
reinpeiiodiBche Dezimalbrüche mit der Periode 9 oder dyadische Brüche mit der 
Periode 1 (a. g 80, S. 180) uaf. 
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bildet das obige Zeichensystem gewissermaßen eine hmonische Form 
für die Folge der natSrlichen Zablmi, welche zeigt, daß wir in der Tab 
imstande sind, mit TerhSltnismäßig sehr geringen Hil&mitteln (nämlich 
gedächtnisn^ßiger Finpiägnng der ZifPern 0, 1, 2, ■ ■ 9 nach Form nnd 

^ihenfo^ nebst Beheirschnng der wenigen in Nr. 2 angegebenen Kegeln) 
ein äußerst übersichtliches Zeidiensystem yon der zu infang dieses Para- 
graphen bezeidmeten Besdiaffenheit herznstellen. 

Ln Anacblnß an diese Betrachtungen erscheint also die noitUrliehe 
ZaM als ein Ordmngs- oder Stdlemseichen d. h. als ein Zeichen, dem in 
einer geordneten Folge analoger Zeichen eine lestmmte Stdle zukommt 
und das daher als Keameeidim für diese bestimmte Stelle (als ,yPlata- 
nimmer“) dienen kann. Das in Frage kommende Stellenzeichen tritt 
nämlich auf als letäes eines gewissen Abschnittes jener geordneten Folge, 
welcher auf Gbmnd bestehender Vorschriften eindeutig bestimmt ist, d. h. 
Glied für Glied bergest^ werden kann. 

Die geordnete Fdge der natürlidien ZaMen beginnt mit einem be- 
stimmten ersten Gliede, sie besitzt aber Jeein leistes Glied, sondern ist un> 
begrenst fortsetsbar. 

6. Zur Darstellung äUgemeiner Beziehungen zwischen bdidtigen na- 
türlichen Zahlen sind die bisher betrachteten spesidien Zahlzeichen un- 
tauglich. Wir benutzen in diesem FaUe als Zahlzeichen irgendwelche 
Budistaben und zwar bis auf weiteres Meine Meinisdie Budistaben in der 
Weise, daß ein solcher Buchstabe, z. B. a, jede bdidtige natürliche Zahl 
(also jedes beliebige der Zeichen 1, 2, 3, • • • m inf) vorstellen kann, je- 
doch innerhalb eines abgeschlossenen Zusammeohonges stets em md die- 
selbe Zahl 

Werden dann zwei im übrigen ganz beliebig zu denkende Zahlen 
a und b der Bedingung unterworfen, daß in der geordneten Zahlenfolge 
a dem h vorangdm soll, also b dem a nadifolgt, so schreiben wir: 

a < i bzw. b'^a, 

in Worten: a ist vor b, bzw. 6 ist nach a; oder auch: a ist die frühere^ 
b die ^ätere Zahl 

Aus den Voraussetzungen 

a<b, b<,c bzw. c>b, b>a 
folgt dann ohne weiteres: 

o < c bzw. c > a. 

Besteht in irgendeinem Zusammenhänge die zweifeche MSglichkeii^ 
daß entweder o und J düsdbe Zahl Torstellen oder a eine dem b voran- 
gdende, so schreiben wir, um dies zum Ausdruck zu bringen: 

a^b bzw. h ^ o. 
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§ 2. Addition natdrlicher Zahlen. 

1. Es sei a eine beliebige (natürliche) Zahl Dann soll die auf a 
unmittäbar feilende dnreh die Zeichenverbindung a + 1 (in Worten: 
a plus eins) dargesteUt werden. Es ist also a + 1 ein neues Zeichen für 
eine in der Folge der natürlichen Zahlen iereits vorhandene ZtUal. Ersetzt 
man in dieser Aussc^e die willkürlich zu denkende Zahl a der Eeihe 
nach durch die speziellen Zahlen 1, 2, 3 usf., so bestehen demnach die 
Gleichmgen: 

1 + 1-2, 2 + 1-3, 3 + 1 - 4 usf. 

Es erscheint zunächst unmöglich, die dUgmieine Form dieser Glei- 
chungen in der Weise anzuschreiben, daß man für jene spezieUen Zahlen 
1, 2, 3, • • • wieder die ,ßUgemein^‘, d. L willkürlich anzunehmende Zahl a 
einführt, aus dem einfachen Ghunde, weil ja das Zeidten für die auf a 
folgende Zahl erst feststeht, sobald wir für a b^endeine bestimmte spezidde 
Zahl wählen. Wenn wir indessen festsetzen, daß für den augenblicklich 
vorliegenden Zweck die auf a unmittelbar folgende Zahl ausMfsweise 
mit U bezeichnet werden möge, so können wir die obigen spezieClen und 
edle cmalogm Gleichungen m die eine eddgemeine zusammenfassen: 

(A) + 1 «= 0, 

welche dann die allgemeine DefiniÜon der Zeichenverbindung a + 1 ent- 
hält, nämlich: 

a + 1 ist ein neues Zeichen für die auf a folgende, also für eine 
völlig ledimmte, in der natürlichen Zahlenreihe wvrTdidt vor- 
hmdene Zahl. 

Wir verallgemeiaem nun diese Definition zunächst dahin, daß wir 
setzen: 

0 + 2 — Ä + l, 

oder auch, indem wir statt ä das durch Formel (A) bereits defilierte 
Zeichen a + 1 einführen: 

a + 2-(« + l) + l. 

Dabei sollen die Klemmern, in welche wir a + 1 gesetzt haben, lediglich 
dazu dienen, um das aus den Zeichen a, + und 1 zusemmengeseitste 
Sjmbol als Zeichen für eine ganz bestimmte ZoM kenntlich zu madben 
und von dem noch folgenden + 1 deuMich zu scheiden. 

In analoger Weise definieren wir weiter: 

Ö + 3 — (tt+2) + l 

und schließlich oMgemem, wenn n eine idiebige Zahl bedeutet: 

(B) (» + («+1) — (o+n) + l. 
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Dureb diese „Beh/rmnsfomd“ in Verbindung mit der „Anfangs- 
■gleieimng“ (A) ist offenbar das Zeichen a + J für jedes beliebige a und 
jedes &> 1 vollständig definiert. Bezeichnet man nämlich für den Angen- 
blick mit 1 diejenige Zahl, welche der Zahl h in der Zahlenreihe un- 
mittelbar vorangeht, sodaß also: b -{- 1 so hat man in Gl. (B) nur n 
der Reihe nach durch 1, 2, • • •, 6 zu ersetzen, um sukzessive für o -f 2, 
•ö + 3, • • •, a -4- & mit Benutzung von ÖL (A) je eine bestimmte Zahl 
der natürlichen Zahlenreihe zu erhalten. 

2. Die in der Herstellung der Zahl a -{- 6 bestehende „Se(^i/nungs- 
operation“ wird als Addition oder Smimation der Zahlen a und l be- 
zeichnet; die durch das Symbol a + l dargestellte, in der Zahlenreihe 
sicher vorhandene und eindeutig bestimmte Z<M heißt die Summe der 
beiden Sumnanden a und b. Man bemerke, daß bei der oben g^ebenen 
Definition von a -f 6 die beiden Summanden a und h eine wesentlich ver- 
schiedene Bolle spielen, welche durch ihre SteOxmg innerhalb der Verbin- 
dung a + b deutlich gekennzeichnet ist: von dem ersten Summanden a 
ausgehend bildet mau zunächst a -|- 1, sodann auf ömnd der Formel (B): 
o-|-2 = (a-l-l)-|-l usf. bis a -f- A Es erscheint nun wesentlich nach- 
zuweisen, daß in Wahrheit a + b von der SteOmg der Summanden un- 
abhängig ist, d. h daß die Zeichenverbindung h-\- a diesdbe Zahl vorsteUt, 
wie o + A Um dies feststellen zu können, bedürfen wir zuvor einer Ver- 
allgemeinerung der Grundformel (B), welche man als das Assosiations- 
gesete der Addition zu bezeichnen pflegt, nämlich: 

Lehrsatz I. Die AddiHon ist assoeiativ, d. h. man hat: 

(I) a -f (& + c) *= (a -j- 6) -f- c. 

Beweis. Die behauptete Beziehung (I) ist offenbar richtig für 1, 
da sie in diesem Falle mit der Grundformel (B) zusammenfällt, sobald 
man die dort mit n bezeichnete Zahl durch b ersetzt. 

Angenommen nun, GL (I) gelte bei bdiängem o, 6 für irgendeine 
^pesidte Zahl c ■= c' (wie dies nach dem eben gesagten für c •- 1 tatsäch- 
lich der Fall ist), so^ also: 

a +■ (b -j- = (o -j- 6) c', 

J90 besteht auch noch Gleichheit» wenn man für o -f (b -f <0 (® + b) + c' 

die nächstfolgende Zahl substituiert» d, h. man hat: 

(o -I- (b-f c')) -f- 1 =- ((«+ J) -1- (0 + 1 , 

und, wenn man auf beide Seiten dieser Gleichung die (rückwärts gelesene) 
Grundformel (B) anwendet; 

® + ((b+A) -f- 1) — (a 4- 1) -f (c' -|- 1). 
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Durch nochmalige Anwendung von Gl. (B) ergibt sich sodann: 

(j + c') + l=-b + (c' + l), 

und daher schließlich: 

fl + (6 + (c + 1)) = (fl + b) + (p' + 1) > 
in Worten: Gilt Gl. (I) für ein bestimmtes e =■ e', so gilt sie auch noch 
für die nädistfdlgende Zahl c = c' + 1. Da aber, wie bemerkt^ Gl. (I) für 
c = l stattfindet, so gilt sie auf Grund des eben gefundenen Resultates 
zunächst auch fOx c == 2, infolgedessen auch für c = 3 usf., d. h. schließ- 
lich für jedes c.^) 

3. Nunmehr sind wir imstande, auch das oben bereits angekündigte 
sogenannte Eommutaiionsgesete der Addition zu beweisen, nämlich: 

Lehrsatz II. Die Addition ist kommutativ, d. h. man hat: 

(II) fl”(“b'=*b'l-o. 

Beweis. Wir beweisen die Richtigkeit der GL (ü) zunächst für. den 
speziellen Fall h — 1, d. h. wir zeigen, daß füx jedes heü^nge a: 

(II') fl +1 — 1+0. 

Man erkennt zunächst, daß diese letztere Gleichung jedenfalls für 
den speziellen Fall a — 1 riMg ist, da in diesem Falle beide Seiten die 
idenüst^ Form 1 + 1 annehmen. Angenommen nun, sie gelte überhaupt 
für irgendeim spmeUe Zahl a — a', sodaß also: 

fl'+ 1-1 + o', 

so folgt zunächst wiederum, daß auch 

(o' + 1) + 1 — (1 + o') + 1 

sein muß, und, wenn man auf die rechte Seite dieser Gleichung die 
Gmndformel (B) (rückwärts gelesen) anwendet: 

(o' + 1) + 1 — 1 + (o' + 1), 

in Worten: Güt Gl. (II^ für o — o', so gilt sie auch noch für die nächst- 
folgende Zahl o — a' + 1. Da sie aber, wie bemerkt, für a — 1 Geltung 
hat, so gilt sie schließlich wiederum für jedes a. Anders ausgesprochen: 
Die Gültigkeit von Gl. (11) ist hiernach zunächst bewiesen für jedes he- 
Uänge a und die spmdle Zahl b — 1. 

Wird nun wiederum angenommen, die Gl. (II) gelte bei hdiängem a 
für irgendeine ^gemtie Zahl b — b', sodaß also: 

o + b' — b' + fl, 

1) Das soeben benützte und auch im folgenden bestindig yriederkehiende 
Beweisvetfabren wird als „vdttstänäige Induktion“ oder auch als von n 

auf (n + 1)" bezeiclinet (wobei also im Text e' die Bolle der generell mit « be- 
zeicbneten Zahl spielt). 
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so hat man zm^hst auch: 

(« + &') + ! = (&' + «) + 1 

und daher mit Benutzung des speziellen Kommutationsgesetzes (U'): 

(a + 60 + l“l + (*>' + «)• 

Wendet man auf die linke Seite dieser Gleidiung die (räckwärts gelesene) 
Bmndfonnel (B), auf die re<Me das allgemeine Assoziationsgesetz (I) an,, 
so folgt: 

a + (5' + 1) (1 + ^0 "J" ® 

und schUefilich durch Anwendung von (II') auf (1 -f J*) : 

a + (&'+l) = 0'+l) + o. 


Darnach gilt wiedemm die fragliche GL (ü) für & =» 6'+ 1, sobald ihre- 
Richtigkeit für h feststeht. Und da das letztere für & 1 tatsäch- 

lich der Fall isi^ so ist damit ihre AUgemeingfiltigkeit bewiesen. 

4. Neben den für die Addition natürlicher Zahlen fundamentalen 
Cfleiehmgen (I) und (ü) bestehen für sie noch die folgenden charakte- 
ristischen üngleidumgen: 

(m) a + h>a, 

(IV) o-l-b >a'-l-b, wenn a>a’. 

Beweis zu (ID). Angenommen, Ungl. (lU) gelte für irgendeine- 
spezielle Zahl l = V, sodaß also: 

a -f- 6' > a, 

BO folgt a fortiori 

(® b') -j- 1 ^ ® 


und durch Anwendung von Gl. (I) auf die Seite dieser IJngleichung:- 

o -i" (b' 1) > o, 

d. L üngL (HI) gilt, wenn sie für b b' rich% ist, auch für die n&cksih 
fdgmäe Zahl b b' -f- 1 imd somit für jede folgende. Da sie aber auf 
Grund der Definition von a -I- 1 sicher für b 1 besteht, so gilt sie 
schließlich für jedes b. 

Beweis zu (IV). Angenommen, UngL (IV) gelte wiederum für- 
b»* b', sodaß also: 

0 -f b' > fl'-f b' (wenn: o > a'), 

so folgt zunächst: 

o -|- b' ^ (a' -j- b') -1- 1 , 

also: 

(a -f- b*) -f- 1 > (a' -f- b') -i- 1 
und sodann durch Anwendung von GL (1): 

a + (b'-f l)>a'-f-(b'-hl), 
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d. L die fragliche üngleichnng gilt dann schließlich für jede Zahl > V. 
Da aber ans der Yoranssetzang a > a' folgt: a ^ a' + 1 und daher: 
1 + 1; so gilt sie zunächst fSr b = 1 und somit aUgemein. 

Als Zusatz zu (IV) bemerke man noch, daß (IV) auch folgender- 
maßen geschrieben werden kann: 

a'-l- i <a + b, wenn: a'<a, 
oder wenn man a und a' miteinander vertauscht: 

(V) a‘{‘b<a'+l, wenn: o<a'. 

Da man außerdem, genau wie die TJnghichmg (IV), durch vollständige 
Induktion auch die Gleidamg herleiten kann^): 

(VI) a + h^-a'+h, wenn: a =» <*', 

so erkennt man, daß die Beziebiungen (IV), (V), (VI) auch miMirlar 
sind, d. h. aus: 

(IV a) > a' -f b folgt allema], daß: a > af, 

(Va) a + l <a'+h „ „ „ a<a', 

(Via) (=«' 4.5 „ „ „ a — a'. 

Schließlich eigibt sich durch Anwendung des Eommutationsgesetzes, daß 
nach Analogie von (IV), (V), (Vl^: 

(IVb) 0 - 4-6 >a + 6 ', wenn: 6 > 6 ', und umgekehrt, 

(Vb) a + h<a + V, „ 6 < 6 ', „ 

(VIb) a + h’^ a + V, „ 6 = 6 ', „ „ 

und durch kombinierte Anwendung von (IV), (TVb) oder (Vl), (IVb) 
bzw. (IV), (VIb): 

(VJti) o 4 " b ^ o -f- 6 ', 

wenn: 0 ^ 0 ', 6 > 6 ', 
oder: o > o', 6 ^ 6 '. 

Man bemerke, daß die formehi (III) — (VI)*), welche die älteren 

In Wahrheit fblgt dieselbe schon ans der Bedeutung der Beoehnng' a = o' 
und der SMeuHgieit der Addition. Da lAmlioh nach GL (1) der Einleitang die 
Yoranssetzang a = a' nichts anderes bedentet als: a' ist lediglidi ein emderes 
Zeigten fBr a, so folgt, dafi auch a -f b « -f- b. 

2) In Worten: 

Eine Somme ist grOfier als jeder der Summanden. 

Gleiches zu Ungleichem addiert gibt Ungleiches. 

Gleiches zu Gleichem addiert gibt Gleichem 
Ungleiches zn Gleichem addiert gibt Ungleiches. — 

Der gleichfidls sonst als Axiom auftretmide Satz: 

„Sind zwei Größen einer dritten gleich, so sind sie untereinander 
glddh“ — 
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Arithmetiker, ebenso wie auch die Gleichungen (I), (II), als Jbdome an 
die Spitze itor Betrachtungen zu stellen pflegten, bei der hier ge- 
gebenen Darstellung sich als beweisbare Folgerungen unmittelbar aus 
den De/?»s(»)M^leichungen (A), (B) der Addition ergeben haben. 

5. Um den Begriff der AddiHon zu erweitern, äefimerm wir zuiuLchst 
die Summe « -f b -t- c durch die Formel: 

(1) a -|- 6 -t- c = (ö-f 6) + 0. 

Da hiernach a -}- b -|- c eine eindeutig bestimmte, in der Zahlenreihe 
sicher Torhandene Z(M bedeutet, so können wir weiter deflnieren: 

(2) a -f b -h c-H ==(<*+& + c) + iisf. 

Nach dieser DefimiMon erscheint jede solche Summe zmmchst abhängig 
von der Be^enfdge der Summanden und auch von der Amrdmmg der 
sukzessive Tor-zunehmenden Wir wollen nun zeigen, *daB dies 

tatsächlich m(M der Fall ist, und föhren zui^ohst den betreffenden Be- 
weis för eine Summe von der Form o -j- b c. 

Da nach Definitionsgleichung (1): 

a b e = (a •{•b'^ e f 

so folgt zumUihst durch Anwendung' des Assoziationsgesetzes (1), daß auch: 

in Worten: Eine Summe von der Form a + b + c ist bei Festhaltung 
der gegebenen Anordnung der Summanden unbesehränM aasosicMv, 

Man flndet dami weiter ans der ersten dieser Gleichungen durch An- 
wendung des Eommntationsgesetzes ^ 

fi-t-b-|-c = (b-l-ö)-l-c=*b-l-o-|-c, 
und ebenso aus der eioeiten Gleichung: 

ö-l-b-l-c = a-l-(c+b)'“a-|-c-f-b, 
in Worten: Die Summe a -f b -f o bleibt ung^dert, wenn man den ersten 
und meitm oder den gwmten und driden Summanden vertauscht. Wendet 
man die meite dieser Operationen auf b H- a-f o an, sodann die erste auf 
a + c + b, und auf das Resultat auch die meite, so folgt schließlich: 

(3) » + 5 + 0 !“^ + " + "“® + " + ® 

erscheint bei seiner Übertragung auf natürliche ZdMen in der Mer gegebenen Be« 
dentong ebenso venig als ein Aatomf sondern lediglich als eine ans der Definition 
der ßeziehimgen; 

(1) 6 a , (2) e t» a 

resultierende Folgerung. Denn nach (1) darf man h durch a, soduin na ch (2) 
a durch e ersetzen t somit erscheint schliefilich c als Ersatz fOr h und mau hat daher; 

6 c. 
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Da es außer a + ^ + c und o + c + 6 keinen weiteren mit o anfangendm^ 
aus a, h, c gebildeten Summenausdruck gibt^ und da das Analoge bezQg- 
lich der mit l oder c beginnenden AusdrQcke gilt, so sind in (3) cäle 
möglichen Ausdrücke dieser Art erschöpft. Und da andererseits, auf 
Grund des zuerst gefondenen Resultats jeder derselben unbes(dirankt 
assosiaUv ist, so folgt: 

Die Swrnme a + b + c ist unbescfvräM "kommutativ mä assogiativ. 

6. Es handelt sich nun weiter darum, dieses Resultat auf 
Summen zu übertragen. Hier entsteht zunächst die Frage: Welcher Um- 
fang kommt in diesem Zusammenhänge dem Beiworte zu? ln 

gewissem Sinne sind ja schon die zuletzt betrachteten Snmmen von der 
Form a -f b -|- 0 Ididng, insofern jeder der Summanden eine ganz ho- 
lidnge natürliche Zahl sein kann. Allein diese auf die etwaige Auswahl 
der Summanden bezügliche Art tou Willkürlichkeit kommt offenbar nicht 
mehr in Frage, da ja der oben für Summen von der Form a -f b -1- c ge- 
führte Beweis dieser Auswahl keinerlei Beschränkungen auferlegi Da- 
gegen erstreckt sich jener Beweis noch nicht auf Summen, wie sie durch 
GL (2) definiert sind, d. L auf solche von der Form a -|- b -{- c -|- d, die 
also einen Summanden mdir enthalten, wie diejenigen von der Form 
a -|- b -f- c. Und da man dieses Hinzufügen eines weiteren Summanden be- 
ständig wiederholen kann, so folgt, daß man unter den zuvor schlechthin 
als Idid)^ bezeichneten Snmmen solche zu verstehen hat, die aus 'bdid)ig- 
viden Summanden zusammengesetzt sind. Das etwa vorhandene unter- 
scheidende Merkmal solcher Summen besteht also in der verschiedenen 
„AngoM* ihrer Summanden: es wird daher, um die nötige Klarheit zu ge- 
winnen, vor aUem' erforderlich sein festzustellen, in welcher Beziehung 
dieser aus der Praxis jedermann geläufige und im Anschluß an die histo- 
ris<he Entwicklung mit Vorliebe geradezu zur Deßnüion der natürlichen 
Zahlen benützte Begriff zu tms&'er Definition der natürlichen Zahlen steht.. 

§ 3. Natttrliehe Zahlen als Anzahlhezeiehniingen. — Addition 
einer heliehigen Anzahl natflrlieher Zahlen. 

1. Es sei »> 1 eine beliebige natürliche Zahl Durch die eine ZcM n 
ist alsdann, yde in § '2 auseinandergesetzt wurde, die gesamte Folge der 
Zahlen 1, 2, • • •, n völlig eindeutig bestimmt. 

Es sei ferner eine Menge iigendwelcher JOingd^ gegeben. Welcher 
Art diese Dinge sind, kommt nicht weiter in Betracht Wesentlich ist 
nur, daß jedes einzelne Ding von den übrigen sühffich gdtrenni ist, daß 
ferner im Laufe der anznstellenden Befcrachtnl^;eu niemals mdvftre Dinge 
in ein ekwiges verschmelzen oder durch ZerfdUen eines einsdnen .ent— 



16 


Alisdmitt I. Eap. I. Die rationalen Zahlen. 


Nr. 1. 


st^en Tromiftn- Jedes emzelne dieser Dinge soll im folgenden als ein 
Mement der Menge bezeidmet werden. Dies Toransgeschickt, beweisen 
wir zunächst den folgenden Satz: 

Wem die sämäichen Elemente einer Menge in irgendeiner 
wtükärUdi gewäMten Eenhenfolge den Zahien 1, 2, • • •, «} sieh so 
mMyrdbnen lassen, daß jedem Elemente eine dieser Zählen entsprich 
md vmgekehet, so gestattet jede Beihenfdlge der El&nente die- 
gleUdie Art der Zuordnung, sodaß also insbesondere immer die- 
selbe Zähl n als leiete hierbei mun Vorschein Tcommt. 

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall; daß auch die Elemente 
der Menge ans den Zählzeichen 1; 2; • * *; t» bestehen^ daß also in der fol- 
genden Betrachtung diese Zahlzeichen in stceifa(dier Eigenschaft anf- 
treten: einmal, wie eben festgesetzt, als Elemente der rorgelegten Menge, 
das andere Mal als Zählen (d. h. SteUenzeiehen, Platznummem), denen 
.jene Elemente zugeordnet werden. Es ist dann unmittelbar ersicht- 
lich, daß 

den Zahlen (Platznummem): 1, 2, 3, • • •, » 
die Mengenelemente: 1, 2, 3, • • •, » 

umkehrbar eindeutig entsprechen, wenn man auch den letzteren die fdr 
die natftrlichen Zahlen geltende Beihenfolge gibt. 

Die HersteUung einer beliebigen anderen g^euseitigen Zuordnung 
der beiden Gruppen von Zahlzeichen kann man sich dann zweckmäßig 
durch den folgenden Vorgang Terdeutlichen. Man denke sich die in der 
zweiten Zeile von (I) angeschriebenen Mengenelemente zunächst entfernt, 
beliebig durcheinander gemischt und sodann wieder, mit dem ersten 
Platze b^innend und keinen Platz äbergehend, auf die einzelnen Plätze 
verteilt (d. h. auf jeden Platz je ein Element). An die Stelle des Sche- 
mas (1) tritt alsdann eins von folgender Form: 

Platznummem: 1, 2, 3, • < •, n 

Mengenelemente: a, b, c, 

-wenn wir mit a,b, c,' - • eine beliebige Omordnmg oder, wie man zu 
-sagen pfl^t, EermntaUon der Elemente 1, 2, 3, • • •, » bezeichnen.^) Wir 
haben dabei absichtlich der Folge der Elemente a, b, c, • • • hem lehdes 
■Glied groben, da wir zunächst noch gamicht einmal wissen, ob ein 
solches letztes Glied existiert, ebensowenig, fall« es existiert, welche 
Flatznummer ihm zokommt: wir wollen ja gerade erst beweisen, daß ein 


1) Dabei sind also a, t, c, • • * nur Äushüfteeiehm fOr die umgeordnetea 
Reichen 1, 8, S, • • •, n. 
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solches J^fysks Glied und zwar mit der Platznummer n Torhanden ist. Um 
dies zu erreichen, gehen wir zuiSchst darauf aus, die Folge der Elemente 
a,h, c, • " durch passende Umstellui^ wieder in die ursprüngliche An- 
ordnung zu brii^en. Ist das Element a nur ein anderes Zeichen 
für 1, so ist für den Platz 1 das gewünschte Ziel schon erreicht. Wenn 
nicht, so muß das Element 1 au irgendeiner Stelle der Folge h, c, ■ • • 
erscheinen. Alsdann rertausche man dieses Element 1 mit dem Ele- 
ment a, sodaß also nunmehr das Element 1 den Platz 1 einnimmt^. wah- 
rend der zuvor von dem Element 1 eingenommene Platz nunmehr mit 
dem Element a besetzt ist. Durch das gleiche Yer&hren können wir jetzt 
das Element 2 (falls es nicht schon ohnehin den Platz 2 einnehmen sollte) 
au den Platz 2 bringen. So fort&hrend gelangt man schließlich dazu, 
auch jedem der übrigen Elemente 3, • • •, » den mit dar entsprechenden 
FTummer versehenen Platz zuzuteilen. Bei jeder der schließlich zu diesem 
Endresultat führenden Operationen wechseln immer nur irgendzwei Ele- 
mente der Permutationsfolge a,h,e, •• • ihre P^tze, es wird niemals ein 
von irgendeinem dieser Elemente besetzter Platz leer, (Amsoteenig wird 
irgendein anfönglich unbesetzter Platz »eu hesdet Somit nehmen schließ- 
lich die wieder in der Anordnung 1, 2, 3, • • •, m erscheinenden Elemente 
genoM dieselben Plätze ein, wie die mit a, h, c, • • • bezeichneten der per- 
mutierten Menge, und daraus folgt umgekehrt, daß diese letzteren genau 
die mit den Nummern 1, 2, 3, • * •, » versehenen Plätze eingenommen 
haben müssen. Das Ergebnis dieser Betrachtung wollen wir ausdrücklich 
in den folgenden für die anschließenden Betraditangen fimdamenMen 
Sak znsammenfiissen: 

IHe Elemente jeder Permutation der ZcMen 1, 2, 3, • • •, n 
lassen sich in der gegAenen Bmhenfdge Glied ßr Glied den 
Zahlen 1, 2, 3, • < w mordnen. 

Jetzt sei eine Menge bdi^nger Elemente gegeben und es werde an- 
genommen, daß diese letzteren m irgendeiner speziellen Reihenfolge den 
Zahlen 1, 2, • ■ n restlos zugeordnet werden können (sodaß also jedes 
Element mit einer bestimmten jener Zahlen und umgekehrt jede Zahl 
mit einem bestimmten Element ge^paart erscheint). Man kann sich diese 
Zuordnung etwa in der Weise ausgeführt denken, daß jedes Element mit 
der ihm auf Ghund der fraglichen Zuordnung zukommenden Nimmer 
versehen wird. Durch diese Numerierung sind dann die Elemente in eine 
bestimmte Reihenfolge gebracht, es gibt ein 1^, 2***, ■ * -, n*** Element. 
Alle möglichen Zuordnungen der 2!ahlen 1, 2, • n zu den gegebenen 
Elementen können offenbar dadurch zustande gebracht werden, daß 
man den einzelnen Elementen in der oben bezeichneten Reihenfolge suk- 
zessive alle möglichen PermutaUonen der Zahlen 1, 2, • • •, n zuordnet. 

Pxingalieim Voeasniigeii 1, 1. ^ 
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Das lauf): aber sehließlicb auf dasselbe biuaus, wie wenn man jede be- 
liebige dieser Penuutationen wieder den Zahlen 1, 2, • ■ tt zuzuordnen 
hat, und da dies, wie oben bewiesen, in jedem Falle ausführbar ist, so 
ergibt sich in der Tat schließlich die Bichtigkeit der ausgesprochenen 
Behauptung, daß die Möglichkeit, die Elemente der Menge den Zahlen 
1, 2, • • •, M umkehrbar eindeutig zuzuordnen, für jede Anordnung der 
Elemente besteht, falls sie bei irgendeiner spesdeUm Anordnung Yor- 
handen ist. 

2. Auf Qrund des eben gefundenen Ergebnisses können wir jetzt die 
folgende Jhfimtim einführen: 

Definition 1. Lassen sieh die Elemente einer Menge in irgendeiner 
Anordnung umicehrbar mdeuMg den ZcMm 1, 2, • • •, n suordnen, 
so heißt tt, cdso die leteie hei dieser Zuordmmg ‘eerwendetp ZoM, 
die Anzahl derEdemerde, Man sagt auch: der betreffenden Menge 
komme die AnsaJil n zu oder sie besitze die AneoM n oder sie 
hestehe cm n Elementen. 

In diesem Zusammenhänge wird auch ein emeelnes Element als Menge 
Ton der AmcM 1 bezeichnet. 

Daß die AmaU einer Menge, der auf Grund der ob^en Definition 
überhaupt eine solche zukommt, eine TÖUig dndeuMg hesimmte ZM isi^ 
folgt aus der zuvor bewiesenen Tatsache, daß eine Menge, deren Elemente 
bei irgendeiner speeieUm Anordnung den Zahlen 1,2, •••,» umkehrbar ein- 
deutig zugeordnet werden können, die gleiche Eigenschaft bei Anord- 
nung besitzt. Die AmcM einer Menge der betrachteten Art ist also ein Merh- 
mcd oder EjenneeuMn, wdches der Menge cds soldta-, d. h. nur als Zmmr 
menfassmg von Elementen, ohne Bücksicht auf deren Anordnung zukommt. 

Bei dem von uns befolgten Gange erscheinen also die natürlichen 
Zählen, wie in § 1 des näheren auseinandergesetzt wurde, zunächst als 
bloße Oränungseeiehen, in welchem Zusammenhänge man sie ja auch aus- 
drücklich als „OrdincdscMen“ zu bezeichnen pflegt, und erst eine be- 
stimmte Art von Anwendung macht sie zu AnzcMbezeielmungen, also zu 
ffKardinälgcMen^. Es dürfte kaum bestritten werden, daß dieser Bang 
mit demjenigen der historischen oder, wie man sogar s^en könnte, der 
natürlichen Entstehung des Zahlbegriffes nicht übereinstimmt. Denn 
sicherlich sind die ZcMen in der Weise entstanden, daß man anfing Dinge 
zu Bälden tind zur Unterscheidung geBöMter Merken von Dingen also als 
AnBcMbeBncdmungen zunächst Zähhoörter, späterÜn audi ZählBekdwn ein- 
zuführen. Aber noch weniger dürfte bestritten werden, daß diejenigen, 
welche solches taten, dabei nicht zugleich die Absicht verfblgton, die 
geebnete Gmndli^e für den logischen Aufbau einer al^meinen .^th- 
metik zu schaffen. Für «ms kann an dieser Stelle nur der letztere De- 
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sichtspunkt maßgebend sein : nicht was die Zahlen ursprünglich gewesen, 
sondern was sie geworden sind, darauf kommt es hier ausschließlich an. Und 
da wir es für ein wenig aussichtsreiches Unternehmen halten^ auf der 
Grundlage des zu einer befriedigenden Ausgestaltung der 

Lehre von den sogenannten reellen Zählen zu gelangen (neuere, zum- Teil 
äußerst verkünstelte Versuche dieser Art haben unsere Ansicht nur in 
vollstem Maße bestätigt!), andererseits aber der Begriff der geordneten 
Folge (oder yßuTceession^^ uns als durchaus zuverlässiges Fundament für 
die späterhin erforderliche Erweiterung unseres Zahlvorrats erschien, so 
hielten wir es für zweckmäßig, schon die Definition der natürlicJim Zählen 
von vornherein an diesen letzteren Begriff zu knüpfen, statt von der jeder- 
mann geläufigeren Bedeutung der natürlichen Zahlen als AnzähVoezäLoSor 
nungen auszugehen* Die Möglichkeit, die von uns als Ordinalmhlen ge- 
schaffenen natürlichen Zählen nach Bedarf auch als Kardinäleählen an- 
zuwenden, ergibt sich alsdann aus der oben als Definition 1 eingeführten 
Festsetzung, zu deren Ergänzung zunächst noch die folgenden Defini- 
tionen und daraus resultierenden Folgerungen dienen sollen. 

3. Definition n. Eine Menge heißt endlich^ falls ihr eine hestirnrnte 
Anzahl zukommt. 

Definition UL Zwei endliche Mengen heißen gleich, fälls ihre 
Elemente in irgendeiner bestimmten Anordnung sich gegenseitig 
umkehrbar eindeutig zuordnen lassen. 

Man erkennt leicht, daß die Elemente zweier nach dieser Definition 
als gleich zu bezeichnenden Mengen in jeder beliebigen Anordnung sich 
gegenseitig umkehrbar eindeutig zuordnen lassen. Da nämlich die beiden 
Mengen ausdrücklich als endlich vorausgesetzt wurden, so kommt einer 
jeden eine bestimmte Anzahl zu. Wird die Anzahl der einen etwa mit n 
bezeichnet, so können zunächst deren Elemente in der bei der Defiboition 
angenommenen Reihenfolge den Zahlen 1, 2, • • n zugeordnet werden, 
und das analoge gilt dann von den Elementen der anderen, da diese ja 
in der entsprechenden Reihenfolge den Elementen der erstgenannten zu- 
geordnet werden können. Dann folgt aber wiederum aus unserem Fer- 
mutationssatze, daß die Elemente beider Mengen den Zahlen 1, 2, n 
und daher sdhJießlich auch gegßnseitig in jeder beliebigen Reihenfolge 
eindeutig umkehrbar zugeordnet werden können. 

Aus der obigen Definition und den daran geknüpften Bemerkungen 
folgt dann ohne weiteres: 

Gleiche Mengen besitzen dieselbe Anzahl md umgekehrt 
sind Mengen, welche dieselbe Anzahl besitzen, einander gleich. 

Zwn Mengen, die einer dritten gleich sind, sind auch unter- 
einander gleich. 


2 * 
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Definiti on IV. JEim enilielie Mmge, die mir Elemenie einer anderen 
Menge, cd>er nicht alle^) enffttdt, heißt eine Teilmenge oder 
ein Teil jener leteteren. 

Definition Y. Von zwei ungleichen endlichen Mengen M und N 
heißt diejenige, e. B. M, die Tcleinere, wdißte einer Teilmenge 
der anderen, aUso von N, gleidi ist. N heißt dann größer als M. 

Hierzn sei erläuternd bemerkt, daß das in dieser Definition aus- 
schließlich als möglich angenommene Verhalten bei ungleudien, d. h. niiM 
der Definition HI genügenden endlichen Meißen wirklich stets eintreten 
■muß. Deim sind die betrachteten Mengen ungleich, so muß bei jeder 
gegenseitigen Zuordnung der Elemente eine der beiden Meißen min- 
destens ein überschüssiges Element anfweisen, sodaß die andere nur 
einer TeHmenge gleich sein kann. Daß dieser Überschuß bei jeder gegen- 
seitigen Zuordnung immer bei dersäben Menge auftreten muß imd somit 
die Definition V einen von der speziellen Wahl der Zuordnung unab- 
Mngigen, eindeutig bestimmten Sinn besitz^ wird sich so^eich ei^ebeu: 
vorläufig möge man annehmen, daß die Vergleichung der beiden Mengen 
auf Grund irgendeiner zufällig ausgewählten gegenseitigen Zuordnung 
erfolgt seL 

Aus der obigen Definition folgt nämlich zunächst: 

Li M die Heinere, N die größere von zwei endlichen 
Mengen und werden die zttgehörigen AnzMen mit m izw. n he- 
zeichnet, so hat man: 

m<.n, n>m, 

d. h. der Heineren Menge entbricht cds Anzahl die frühere, 
der größeren die spätere ZcM und umgekehrt. 

Denn da unter der Voraussetzung, daß N die größere der beiden 
Mengen ist, N, wie bereits erwähnt, außer der Teilmenge mit der An- 
zahl m mindestens ein überschüssiges Element enthalten muß, so folgt, 
daß n ^ m -f 1, also n > Umgekehrt würde, wenn m bzw. n die 
Anzahl der Menge M bzw. N bezeichnet, aus der Voraussetzung n^m 
folgen, daß n ^ m -|- 1, also N bei jed&r gegenseitigen Zuordnung der 
Mengen Jf tmd N mindestens ein überschüssiges Element enthalten muß. 
Zi^leich erkennt man auf diese Weise, daß ^e in der Definition V ent- 
haltene Aussage von der Wahl der Zuordnung durchaus unabhängig ist. — 

1) ln der BOgenannten MengnMwre (die im wesentliehen von den „unend- 
Uehen^ Mengen handelt) wird der Zusatz „nickt cdkf' häufig weggelassen, d. h. man 
betrachtet jede Menge in ihrer Qesamtheit auch als Teilmenge ihrer selbst und 
bezeichnet dann solche Teilmengen, welche nidit alle Elemente enthalten, aus- 
drficklich als eckte Teilmengen. 
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Anknüpfend an die soeben fesigestellte Bedeutung der früheren bzw. 

späteren Zahl als Anzahl der Meineren bzw. (größeren Menge werden wir 

von jetzt ab die friäiere bzw. späiere zweier Zahlen schlechthin als die 

Tdeinere bzw. größere bezeichnen, also zur sprachlichen Kennzeichnung 

der Beziehungen , 

JH < M bzw. n > m 

uns der Bedewenä/ungen bedienen: 

in ist niemer als n, bzw. n ist größer als m. 

Und wir werden, wie schon in Nr. 1 der Einleitung angeköndigt wurde, 
diese Ausdrucksweise nicht nur dann beibehalten, wenn eine unmittel- 
bare Umdeutmg Ton .Za/iZenbeziehungen in Angdlil- oder Üfa/Sbeziehungen 
mögli<di ist, sondern auch dann, wenn eine solche ausgesäibssen erscheint. 

4. Ln Anschlüsse an die Verwendung der Ton uns lediglich als 
Ordnungszeichen eingeführten natürlichen Zahlen als Anzahlhezeich- 
nungen beweisen wir noch den folgenden Satz, welcher den Zusammen- 
hang unserer Definition der Addition mit der sonst zumeist üblichen, aut 
der Vereinigung der Elemente mehrerer Mengen beruhenden hersteilt: 

Bezeichnet mm mU (Jf, N) diegemge Menge, welche durch 
Vereinigung der (hem gemeinsames Element enthaltenden) endlüdien 
Mengen M und N entstdtt, mit m hew. n deren reaktive An- 
zcdüen, so ist (m + n) die Anzahl der Menge (M, N). 

Beweis. Man erkennt zunächst die Richtigkeit des obigen Satzes 
für den Fall, daß die Menge N aus einem einzigen Element E besteht 
Dexm ist m die Anzahl der Menge M, so ergibt sich ohne weiteres, daß 
die ein Element mehr enthaltende Menge (M, E) die auf m unmittelbar 
feilende Zahl m -f 1 zur Anzahl hat 

Die Allgemeingültigkeit des fraglichen Satzes ergibt sich sodann 
durch ToUstnndige Induktion. Angenommen, es stete bereits fest, daß 
für irgendeine bestimmte Menge N mit der Anzahl n die vereinigte 
Menge (Jlf , N) die Anzahl m + n besitze. Tritt jetzt an die Stelle der 
Menge N eine Menge N', ^ noch ein weiteres Element E enthält, sodaß 
also N' die Bedeutung von (N, E) hat, so läßt sieh (M, N) herstellen, 
indem man zunächst (M, N) und daraus durch Hinzufügung des einen 
Elementes E die Menge ((Jf, N), E) bildet Daraus folgt aber, da ja 
(M, N) die Anzahl w -f- w besitzen sollte, daß (M, N) die Anzahl 
(m -(- n) 4- 1 besitzen muß. Nun ist nach unserer Definition der Addition 
(m -f «) -1- 1 — »» -1- (w -f 1) (s. § 2, S. 9, Formel (B)), sonait erkennt man, 
daß unser Satz für zwei Mengen mit den Anzahlen m, (» + !■) gilt, sobald 
seine Gültigkeit für solche mit den Anzahlen m, n feststeht Da dies aber 
für Ididnges m und für » = 1 bereits der Fall ist^ so ist damit die Allge- 
meingflltigkeit des Satzes erwiesen. 



22 


Absciixiitt X. Kap. I. Die rationalen Zahlen. 


Nr. 6. 6. 


Die Zuordnung einer endlichen Menge yon Elementen zu der 
Folge der natürlichen Zahlen 1,2, 3, * • • liefert ein zweckmäßiges Mittel, 
um Beihenfolge und Jj/mhl der Elemente durch die Bezeichnung kennt- 
lich zu machen. Bezeichnet man die Elemente der Menge generell mit 
irgendeinem bestimmten Buchstaben, etwa wie oben mit JS, und mit n 
ihre Anzahl, so pflegt man eine solche Menge in der Form anzuschreiben; 




JE 

9 




wobei also durch die ,ßteUemeiger“ oder „Indige^ 1, 2, 3, • • •, w eine 
bestimmte Beihaifolge der Elemente, durch deren letetm: n zugleich die 
AmcM der Elemente gekennzeichnet wird. Will man dieselbe Menge 
Ton Elementen in einer anderen Beihenfolge anschreiben, so kann man 
das offenbar dadurch erzielen, dafi man die Indizes 1, 2, 3, • • •, » durch 
eine Femtuiaiion dieser Zahlen ersetzt Bezeichnet man eine soldie etwa 
durch die Buchstaben: 


so wird durch 


\t hthf ' ‘ ’> K> 

■®V ^n,} • • 


die eedsj^echende PemukcHon der Elementenfolge E^, E^, • ■ E^ 
dargestellt 

Zuweilen bedient man sich, um die etwas schwerfälligen Doppel- 
indizes %i, Aj, ■ ■ *, zu vermeiden, der etwas bequemeren, aber weniger 
charaktefistisohen Schreibweise: 


TP f rp f rp f rpt 

A; A; • ’ *; A; 

wobei dann die veränderte Bezeichnung des Trägers der Indizes, nämlich 
E' statt E, die VeiSnderung der EeShenfedge der Elemente andeuten soll. 

6. Es handelt sidb jetzt noch darum, die Benutzung der natürlichen 
Zahlen als .dnzoAlzeichen f8r denjenigen Zweck zu verwerten, welcher 
uns versmlaBt hatte, die vorstehenden, im wesentlichen erst fBr die AiHr 
wen^imgm der Zahlen maßgebenden Betrachtungen schon an dieser Stelle 
einzuBchalten, nämlich fSr den Beweis des Satzes äber den unbesehi’änkt 
TcmmMken und ommHven Charakter einer Summe ländäig vider na? 
tbrlidher Zahlen. Die fiidhtigkeit dieses Satzes steht nach § 2, Hr. 5 be- 
reits fest fOr jede Summe von der Form a -f b -f- c, also, wie wir jetzt 
sagen können, fttr jede ans drei natürlichen Zahlen gebildete Summe. 

Angenommen nun, der 'Satz gelte fGr jede Summe, die aus höchstens 
n imtärlichmi Zahlen hestehiy sodafi also, wenn man diese letzteren jetzt 
mit ‘ bezeichnet und 

1*®»; 

setzt, s^ bei jeder Wubl der Zahlen %, <^, * ■ *, unbeschrinkt "komr 
tnutaHo und cßsotiaiiv sein soll Bedeutet wieder die Buohstabenfolge 
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‘f \ eine beliebige Permntation der Zahlen 1, 2, •• •, n, so bat 
man insbesondere: 

H — • + <*» 

und, wenn jetzt m < n angenommen wird, aucb: 

(1) S, - + . . • + OjJ + + • • • + a*J 

(wobei im Palle w»»! bzw. *» + l = » die erste bzw. zweite Summe der 
rechten Seite sich auf ein einziges Glied reduziert). Bezeichnet man ferner ' 
mit eine Summe, die ans s, durch IBQnzuf&gnng eineB weiteren Sum- 
manden entsteht, so hat man nach dem Yorbilde der Definitionen (1), 

(2) Ton § 2, S. 14 zuiüUdist: 

*«+i + ®*+i 

imd daher nach Gl. (1) mit Benutzung des assoziativen Yerhaltens einer 
Summe von drei Summanden auch: 

(2) «,+i “ (»i, H + • " + ‘hj + »«+1 • 

Da die eingeklammerten Summen eindeutig bestimmte natflrlidhe Zidilen 
TorsteUen, so findet man mit Hilfe des ftir dreigliedrige Summen bereits 
bewiesenen Eommutations-. und Assoziationsgesetzes: 

f3') 8 I 

Heine der rechts auftretenden Summen kann mehr als n Summanden 
enthalten, sie sind also infolge der gemachten Annahme sSmtiioh hm- 
mwtatw. Info^edessen kann man dem neu hinzugetretenen Summanden 
innerhalb der TeUsnmme, welche ihn enthSli^ und das heißt schließ- 
lich überhen^ jeden beliebten Platz anweisen und da andererseits e^,' 
" 't schon jede beliebige Permutation von «i, 'Oi, ■ * *, ver- 
stellen kann, so folgt, daß die Summe 8^^^ wnbea(^S/^ komauäatw ist. 

Jede der in (3) auftretenden Teilsnmmen ist aber auf Grund der 
Yoraussetzung auch assotiaüv. Und da außerdem auch die Wahl von m, 
also die Wahl derjenigen Assoziation, welche der Bildung jener TeSl- 
Bummen zugrunde liegt, ganz beliebig ist, so folg^ daß die Summe 8,^^ 
auch mbesehränU asso0iaiw ist. 

Nachdem nun abmr die in Frage , stehenden Eigenschaften fßr 0 we^ 
und (dreigliedrige Summen^) erwiesen sind, so ergibt sich nunmehr durch 

1) Bei eweigliediigen Sommeu kimn natOzlioh nur von KommutaHon, nicht 
aber von MsotiaUo» die Bede sein. 
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ToUstandige Induktion, daß sie auch jeder Summe von hdiebig viden 
natürlichen Zahlen zukommen. 

Es besteht somit der folgende Satz: 

Die Summe ldid>ig. vider noMirlicher Zdfüen ist unhes^mU 
kommutativ und assoziativ, sie ist <üso eine von der Anordnunff 
der Summanden und der sukzesske ausgeßhrten Mnzdsimma- 
Uonen undtdiängige, emdeuUg hestmmte und in der Iteihe der 
natiirUeken Zodüen edlemcd vorhand&fie Z<M. 

Hieraus folgt noch, daß der in Hr. 4 bewiesene Satz über die ÄnzoM 
einer durch Vereinigung zweier Mengen entstandenen Menge sich ebenfalls 
durch vollständige Induktion auf den Fall Ididng vider Mengen über- 
tragen läßt, d. h. es gilt der Satz: 

BezeUhnd man mit %, die re^gMvm zu den 

Mengen Jfj, gehörten AnzcMen, so hesitzt die ver- 

einigte Menge (Jfj, Jf„ • • JfcfJ die ÄnzcM % -f Wg -f • • • + m,. 

Im übrigen sei noch ausdrücklich herrorgehoben, daß unsere Defini- 
tum der Adddion und die Herleitung aller daraus resultierenden Fo^- 
mngen ausschließlich auf der ursprünglichen Bedeutung unserer natür- 
lichen Zahlen als Ordmmgszeichen bmihte. Nur für die Ausdehnung des 
Satzes über die eindeutige BesHmmßieit einer Summe auf kdidnge Summen, 
imd das heißt in Wahrheit auf Summen einer beliebigen AnzcM von 
Summanden konnte selbstverständlich der Anzoddbegriff nicht entbehrt 
werden. Analoge Verhältnisse werden sich bei der jetzt einzuführenden 
Bechnungsoperation der Multiplikation ergeben. 

§ 4. Multiplikation natftrlicker Zahlen. 

1. Wir definieren eine zweite Bedmmgsopercdion, die MuU^^idiatwn 
durch die Anfangsgldehmg: 

(A) ö • 1 — a 

und die Bekursionrformd; , 

fB) o • (n -f 1) — a • » -f o • 1 

= <* • M -f o 

Aus der letzteren gewinnt man für n’^X zunächst eine bestimmte ZcM 
als ^eichbedeutend mit a - 2, sodann, indem man u » 2 setzt, entbrechend 
für a ■ 3 usf , sodaß also schließlich als Äquivalent für das Symbol a • h 

1) P^SigiuHiter gewüuieben: 

(«•n) -f- (o* 1). 

Man pflegt aber die Klammem gewOhnliob wegzulanen. 


(»=1, 2, 3, •••). 
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eine eindeuHg bestimmfe, m der Zahlenreihe allemal vorhandene ZcM sich 
ergibt.^) Wir können darnach das Symbol a-h geradezu trieder als eine 
hesHmnte ZcM ansehen, velche wir als das Produkt der beiden FcMoren 
a und h bezeichnen.*) Diese letzteren, nämlich der „Mudäplffcandusf^ a und 
der ^uÜvjßikator*^ h erscheinen bei dieser Definition zunächst wiederum 
keineswegs als ghwMeredUigt. Um ihre Yertauschbarkeit und gewisse wei- 
tere Haupteigenschaften der Multiplikation herzuleiten, zeigen wir zu- 
nächst, daß zugleich mit den Belationen (A), (B) stets auch die folgenden, 
durch KommutaHon daraus hervoi^ehenden bestehen: 

(A') 1- a = a, 

(B') (»-1-1)'0 — «•a-J-l-o = »*a-|-a. 

Beweis zu (A'). Die 6L (A') gilt offenbar für o-= 1, da eie für diesen 
Fall mit Gtl (A) zusammenfällt. Bedeutet dann wiederum a => a' irgend- 
eine s^oeeidk Zahl, für welche UL (A') als erwiesen gilt, also: 

1 . o' = a', 

so fol^ aus UL (B), wenn man daselbst a 1, a' setzt: 

1 • (a' ■^1) = 1 ' 0 ^-|- 1 , d. h. ~ a l . 

Die GL (A') gilt also wiederum für a=-o'+ 1, falls sie für a=o' richtig 
ist, und sie gilt somit allgemein, da ihre Bichtigkeit für a 1 feststeht. 
Beweis zu (B'). Setzt man in (A): a = « + 1, so fo^: 

(n + 1) • 1 — n -f- 1 
oder (da nach (A): n ■=> » ■ 1) auch: 


1) Um auf Gnmd der obigen Definition sn betmaen, daS 

8>S = 4, 

hätte man folgende Sohxitte zu machen: 

2.2 = 2-(l-|-l) 9, &1.(A)) 

-B 2 . 1 -f- 2 (Oef.-ai. (B)) 

« 2 4- 2 (Def.-61. (A)) 

+ + (S.9, G1.(A)) 

= (2+1) -1-1 (8.10, GL®) 

— 8+1 1 

j (8,9, Gl. (A)) 

2) Wo kein MifiTcni&ndnii möglich ist, vird das OperaHenafeithen (der 
Punkt) hier häufig ganz weggelassen, sodafi man ah, a^ + 1) luw. statt: a-b, 
a * (h -f 1) usw. Bchieiht 
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■d. h. die GL (B') gilt zimSchst für a -■ 1. Sei nun wieder irgend- 

■eine speeteUe ZaM, f&r welche GL (BO richtig ist, sodsB also: 

(« + 1) • a' ->» » • o' + a'. 

Ans Gl. (B) fo^ sodaim, wenn man a durch » -f ** durch a' ersetzt: 

(n + 1) ■ (®^ + 1) =«• (w + 1) • + (ä + 1) 

und daher mit Benützung der eben gemacditen Annahme: 

(« + 1) • (a^ + 1) =* (« • + oO "i" (** "i* + » + 1 . 

Wendet man auf die rechte Seite das erweiterte Eommntations- und 
Assoziationsgesetz (§ 3, Nr. 6) an, so ergibt sich: 

(»>+!)• (fl + 1) = (ss • + w) + (fl* -l" 1) . 

Da aber nach GL (B), wenn man daselbst a durch m, n durch fl' ersetzt: 

n • (fl' + 1) = « • fl' 4- «, 
so findet man schließlich: 

(« + 1) • (fl' + 1) ■= » • (fl' + 1) + (o' +1), 

d. L GL (B*) gilt daun auch für a = fl'+ 1 und somit wieder für jedes a, 
da sie für fl 1 richtig ist. 

3. Nunmehr sind wir auch imstande, die rollstandige Gleicld)erech' 
der beiden Faiktoren fl, b zu erweisen: 

Lehrsatz L Die MulMpUkaiion ist hommutativ, d. h. man hat: 

(I) fl • J — J • fl. 

Beweis. Durch Kombination der Gleichungen (A) und (A') er- 
gibt sich: 

fl • 1 = 1 • fl 

■d. L GL (1) gilt zuimchst bei helidtigem a für die speeidie Zahl i — 1. 

Angenommen, sie gelte wiederum' für irgendeine spesi^ Zahl b — 
sodaß also: 

« . y — y. a. 

Aus GL (B) folgt sodann: 

o- (6'-fl)**fl*6'+a, 

also mit Benutzui^; der eb«a gemachten Annahme: 

fl • (6'-f- 1) — > 6'« fl -*1- fl. 

Da abmr aus Gl. (B') fflrn » h' folgt: 

(&' + 1) • fl “• b' • fl •+• o, 

fl-(b' + l) -(&' + !).«, 


so wird: 
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d. h. ÖL (I) gilt dann auch fttr 6 = 6'+ 1 nnd somit wieder für jedes h, 
da sie für & => 1 richtig ist. 

3. Für die Multiplikation bestehen noch zwei weitere Fnndamentfd- 
gleichnngen, deren erste (das ,fIHäributionsges^i^ eine direkte Yerallge- 
meinemng der Groudformel (B) bzw. (B') darstellt, während die gweite 
das ganz analog wie bei der Addition formnlierte Assoniationsgesetg 
enthält: 

Lehrsatz II. Die Mtdi^UkoHon ist distributiv, d. li. man hat: 

(11) a • (1» + c) — a • b + flt • c, 

(Q') (6 + c) ■ a — 6 • o + c- a. 

Beweis. Man bat zunächst nach Formel (B) für n b 
a*(b4*l)*"a'b + o- l, 

d. h. öl. (11) gilt bei heliängem a und b für die sgaesidle Zahl c = 1. 

Es werde nun wieder das analoge für irgendeine spezielle Zahl 
angenommen, sodaß also: 

ö • (b +• c') — a • b + a • c' (bei bdiebigem a und b). 

Man hat sodann; 

a-(b + (c'+l)) = a.((b+c') + 1) 

= a • (b + 0 + ® (uadi Formel (B)), 
und daher infolge der gemachten Annahme: 

a • (b -|- (c' *1- 1)) = (Z"b"l”0"C^"("ß 

— o • b 4- « • (c' + 1) (nach Formel (B)), 

d. h. ÖL (II) gilt auch noch für c c' 4- 1; falls ihre ödtong für c = c' 
besteht. Sie gilt somit für jedes c, da ihre Richtigkeit für c 1 bereits 
feststeht. 

Um auch ÖL (U') zu erweisen, hat man: 

(b4- c) • a =■ 0 • (b 4- c) (nach (D) 

*- a • b 4- « • c (nach (II)) 

«■ b • a 4- c • » (nach (J)). 

Zusatz. Durch Kombination der Formetn Oil) und (E') ergibt sich 
die R^iel für die 4nBfÜhmng der MuÜiplilcation gtoekr Summen. Man 
findet: 

j (a + b).(a'4-&0-(o + >)-»'+(« + ^)-^' (nach(n)) 

^ ^ I + (nach 

Die Regeln (II), (II')j (^ 0 weiteres anf Summen 

beliebig yieler Summanden ausdehuezL Man findet z. B. 
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a • ( 4- &g ^ h • (^2 H h &„) 

«= « • + a • &2 + ^ • (^3 + ■ ' ‘ 


— Ä • 4" ci • 6g 4“ • • • "l“ ct • 

usf. Aus der letzten Formel ergibt sich, wenn man jede der Zahlen 
6i; *9 durch 1 ersetzt; 

n mal 

d. h. das TrodaM a • n fällt zusammen mit der Summe Ton n gleicben 
Summanden a und könnte geradezu durch diese Eigenschaft definiert 
werden, falls man hei der Definition den Begriff der AmM nicht zu ver- 
meiden wünscht. In dem vorliegenden Zusammenhänge erscheint die 
obige Beziehung als eine unmittelbare Folgermg aus dem disMmtiven 
Charakter der Multiplikation, d. h. schließlich aus der definierenden Be- 
kursionsformel (B), aus welcher sie offenbar auch ganz direkt abgeleitet 
werden kann. 

4. Lehrsatz IQ. Die MtdÜjdikaiion ist assoziativ, d. h. man hat: 
(III) (o-b)-c==o-(b-c). 

Beweis. Aus Formel (A) findet man: 

(a • 6) • 1 = a • 6 und auch: a • (b • 1) ==» a • b, 

also: 

(a-b) • 1 -= 0* (b*l), 

d. h. die GL (QI) gilt zunächst bei hdiMgem a und b für die i^esidle 
Zahl c — 1. 

Es werde nun wieder angenommen, GL (QI) gelte bei hdiängem a 
und b für irgendeme spezielle Zahl e c', sodaß also: 

(a*b)‘ c' — «•(b*c'). 

Aus (B) fo^ sodann, wenn man a durch (a • b), n durch e' ersetzt: 

(«•b) ■ (c' + l) “= (a-b) • (/-f a • b, 
also mit Benützung der eben gemachten Ann ahme: 

(a-b) •(<;' -fl) = ö • (b‘<f) -t- o* b. 

Wendet man auf die rechte Seite dieser Gleichung das (rückwärts ge- 
lesene) Distributionsgesetz (II) an, so ergibt sich weiter: 

(o.b)-(c'-|-l)-a-(b.c'.fb) 

-a-(b.(c'-fl)), 

d. h. GL (QI) gilt wiederum auch noch für c c' -f 1 und somit für 
jedes c, da sie für c 1 als richtig erkannt wurde 
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5. Neten den fimdamentalen QMchmgm (I) — (III) bestehen fBr die 

natürlicher Zahlen noch die folgenden charakteristischen 

Unglädiungen: 

(IV) a-'b> a, wenn: 6 > 1 . 

(V) a-6>a'‘&, wenn: o>a'. 

Die Richtigkeit Ton (IV) erkennt man zunächst unmittelbar für 6 = 2, 
wegen: 

a-2 — a*(l + !) = » + «>« (nach § 2, UngL (III)), 
nnd sodann, wegen: 

Ol • (b 1) “ o • 6^ -f- o ^ Ä • 6^, 

durch ToUständige Induktion für jedes b > 1 . 

Die Richtigkeit von (V) steht zunächst fest für b » 1 und ergibt 
eich sodann wieder durch voUsiBudige Induktion für jedes beliebige b. 
Denn aus: 

a • b' > a' • b' 

folgt nach § 2, UngL (VH): 

a-V+a>a'‘b'+a\ d. h. a • (b' + l) > «'• (b' + l). 

Da neben der Beziehung (V) offenbar auch die fönenden bestehen: 

(VI) a'b<a'’b, wenn: a < a', 

(Vn) a • b — a' • b, wenn: a = o', 

so erkennt man wiederum, daß diesdben insgesamt auch umkätrbar sind, 
d. h. aus: 

(Va) j > «'• b folgt allemal, daß: a > a", 

{Via) a-b <a'-b „ „ „ a<a', 

'(Vlla) o *b ,, ,, „ o o * 

Endlich ergibt sich wegen der Eommutativität der Multiplikation, daß 
nach Analogie von (V) auch: 

(Vni) o-b>a.b', wenn: b>b', 

und sodann durch kombinierte Anwendung Ton (V), (VII), (VIII), daß: 

{IX) a • b > a' • b', wenn; ' a ^ b > b', 

oder; <*>«', b ^ b'. 

6. Durch sukeessive fortschreitend Mdiä^WtoMon können wir den 
Begriff des Produktes auf belitdng viele Faktoren übertragen. Wir 
■Mieren also zunächst das Produkt O'b - e durch die Formel: 

{!) a • b • c = (o‘b) • c 
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und, nachdem auf diese Weise die Bedeutung der ZeicheuTerbindung' 
a-h • e als einer eindeutig bestimmten ZaM feststehl^ analog': 

(2) a -b • c- (a-b-c) • d, 
schließlich allgemein: 

(3) «1 • • • • a, • «a+i “ («1 ®«) ■ • 

Aiailanri ]^t sich aber mrüich md buchstäblidi so, wie es in Hr. 6 des 
vorigen Paragraphen für die Addition gezeigt wurd^ sofern man nur das- 
dort aufbretende Ffmedäten allemal durch den TwfJet ersetzt, folgen- 
des nachweisen: 

Das ProdwM beHäng vider natürlu^ Zcdden ist mbes(^änM 
kommutativ md assoziativ. Dassäbe st^ cdso eine von der 
Anordnmg der Faktoren und da- eineelnen, sukmsioe auszufuh- 
renden Mutti^hitionen unabhängige, emdeuMg bestimmte und in 
der ZoMenreSie aUemcd vorhandene. ZcM dar. 

§ 5. Die umgekehrten Beehnimgsoperationeii: Subtraktion nnd 
Division im Gebiete der natftrliehen Zahlen. 

1. Sind a und b zwei beliebig gegebene natürliche Zahlen und be- 
zeichnet man generell mit x eine vorläufig unbekannte Zahl, so ergibt- 
sich aus den bisherigen Betrachtungen, daß stets eine und nur eine na- 
türlidbe Zahl x edstiert, derart, daß: 

(1) ■ a: — a -f 6 

bzw. 

( 2 ) x^ab. 

Die Addison bzw. MutUplihaiion zweier natürlicher Zahlen ist also im. 
Gebiete der natürlichen Zahlen stets und zwar mit eindeutigem Ergeb- 
nisse ausßSirbar. Ein Bedürfnis, unseren Zahlenvorrat zu ertöntem,- 
wird sich indessen alsbald ergeben, wenn wir nunmehr versuchen werden,, 
jene beiden Rechnungsoperationen D. h. stati^ wie bisher,, 

die beiden Summanden bzw. Faktoren als die ursprünglich gegämen, da- 
gegen deren Summe bzw. Produkt als die daraus dbztdeitenden Zahlen an- 
zusehen, wollen wir jetzt annehmen, es sei die Summe bzw. das Produkt 
zweier Zahlen und einer der Summanden bzw. Faktoren gegeben und es- 
handle sich um die Bestimmung des' noch fehlenden Summanden bzw. 
Faktors. Dabei ist es infolge des komvmativen Charaktera der Addition 
und Multiplikation offenbar gleichgültig, todchen der beiden Summanden, 
bzw. Faktoren •wir als gegiten ansehen. Wir wollen, um eine Wahl zu 
treffsn, die fragliche Aufgabe in der Form anschreiben: 

ö -f a? — b bzw. ax<^b. 
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d. h. es wird die Bestimmung einer Zahl x verlangt, welche zn der ge- 
gebenen Zahl a addiert, bzw. mit ihr multipliziert die gegebene Zahl b 
liefert 

2. Die erste dieser Aufgaben, also 

(3) o -f « => b, 

erscheint von vornherein im Gebiete der natürlichen Zahlen unlösbar, 
falls b^a vorgelegt sein sollte. Denn für jede natürliche Zahl x hat man: 

a-H x>a. 

Ist dagegen b> a, so besitzt die Gleichung stets eine und nuf eine be- 
stimmte Losung. Bildet man nämlich die ßeihe der Zahlen 

a ® + 1 • • • (I + b, 

so muß, wegen a < b < a -j- b, die Zahl b in dieser Reihe eirmcd und 
wu/r einmal verkommen, und es gibt somit eme und mr eine Zahl ä < b 
von der Beschaffenheit, daß: 

(4) a -f d = b, 

anders ausgesprochen, die Gl. (3) hat die Lösung x^d und zwar nur 
diese eine (da ja nach dem oben gesagten nur ein ddh existiert und die 
Möglichkeit d'^h von vornherein ausgeschlossen erscheint). Die Rech- 
nmgsoperation, welche in der Bestimmung jener Zahl d aus den beiden 
gegebenen Zahlen a und b besieht, wird als SiMrtMon der Zahl a (des 
„Suibtrcdiendusf^ von der Zahl b (dem ,ßlmtiendn^, das ResuÜat d dieser 
Operation als IHfferem b mhm a bezeichnet. Zugleich bedient man 
sich, um der in GL (4) enthaltenen Beziehung der Zahl d zu den als ur- 
sprünglich ausschließlich gegeben anzusehendeu Zahlen a, b einen priignan- 
teren Ausdruck zu verleihen, der neuen Schreibweise: 

( 6 ) 

sodaß also das Symbol l — a (wofür wir nach Bedarf^ auch (6 — ■«) 
schreiben) eine in der Zahlenreihe wvrldÄdh vorhandene Zahl bezeichnet, 
welche nach GL (4) der Bedingung genügt: 

(6) a -1- (b— o) — b (oder auch: (b — o) + a == b). *) 

Und die Ecisieng einer solchen Zahl b — a hing ausschließlidbi von der 
Voraussetzung b > « ab.*) 

1) ln Worten: b nürnu a. Das die beiden Zahlen b und a verbindende Ope- 
raiäonizeichen (der horizontale Strich) heiSt üftnuszctdtcM. 

2) YgL S 8, Nr. 1 (S. 9). 

S) Es ist also stets 

' b — a<b. 

i) Es wird sieh später als zweckmäßig erweisen, die bishmigen Rechnung»- 
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3. Wix behandeln non in analoger Weise die Meile der am Schlüsse 
von Nr. 1 bezeichneten Angaben: 

(7) ax — 6, 

d. h. die Forderung, eine (natürliche) Zahl x zu bestinunen, welche mit 
der gegebenen Zahl a mnltipliziert die gegebene Zahl h liefert. 

Man erkennt ohne weiteres, daß die Anfgabe im Gebiete der natür- 
lichen Zahlen Icdne Lösung znläfit, falls h < a, da ja in diesem Falle 

o - 1 — a>5, 

o • a: > a > 6 für jedes a; > 1 . 

In dem SpezialfaUe & a ergibt sich sodann unmittelbar: 

(8) o • 1 •= J (also: x = 1). 

Ist schließlich b > a, so bilde man die Reihe der Zahlen 

(9) <1-1, <1-2, 

Nur wenn a »» 1, hat man: 

(10) o • b = b (also: x *= b). 

In jedem anderen Falle (d. h. wenn 2) ist a*b>b und somit: 

a- l<b<a‘b. 

Da hiernach b in der voUstxmd^en Reihe der Zahlen von a • 1 bis a • b 
sicher Torkommt, so ergibt die Yergleidbung der Zahl b mit den Zahlen 
der Teüreihe (9) nur die folgenden zwei Möglichkeiten: enüoeäer findet 
sidi in dieser Teilreihe eine Zahl vor, die mit b znsammenfälLt, etwa: 

(lla) aq =• b, wo; 1< g < b. 

Oder b liegt zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden Zahlen der 
Reihe (9), also: 

(llb) og<b< 0(2 + 1), wo: 1^2<^' 

Im ersUn Falle und nur in diesem existiert also, geradeso wie in den 
durch GL (8) und (10) charakterisierten SpezialfäUen o b und o 1; 
eine bestimmte Zahl a: <=> g; welche der durch Gl. (7) bezeichneten For* 


regelit auf Z:dilen zu übertragen, die in der Porm Ton Differentm gegeben sind. 
Sitr soll in Hinsiclit auf eine denuülclist zu macbende Anwendung nur ang^nerkt 
werden, daS eine solidie Diffierenz b — a (wo b>a) gerade so gut dem distiibn- 
ÜTen Gesetze der Mnlläplikation unterliegt, wie eine Summe. Ans 

(b — o) + a b 

folgt nämlich durch Multiplikation mit c: 


also, wegen eb > ca: 


c(b — a) + co cb, 
eh — ca o). 
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derung genügt. Fassen wir diesen Fall mit den genannten SpezialfäUen 
zusammen, so hat man also: 

(12) aq — b, wo jetzt: 

und man bezeichnet sodann q als das Resultat der Division des Dividen- 
dus b durch den Divisor a, kürzer als den Quotienten von b durch a. 
Um die betreffende Abhängigkeit der Zahl q von den Zahlen a und b als 
den ursprünglich geg^enen prägnanter zum Ausdruck zu bringen, bedient 
man sich an Stelle der Schreibweise (12) der folgenden: 



^wo insbesondere: 1 = ^ y) ^ durch a teilbar oder 

auch a sei ein Teiler von b. Umgekehrt bezeichnet man (jedoch mit 
Ausschluß des Falles q^l, also a = b) im Anschlüsse an die Gleichungs- 
form (12) b als ein fidfaehes von a. 

Andererseits besteht dann infolge der Vertausdbbarkeit von a und q 
in GL (12) neben GL (13) auch die folgende: 


(14) 

d. h.- q ist gleichfalls ein Teiler von 6, und umgekehrt ist b ein Viel- 
faches von q (jetzt mit Ausschluß des Falles a 1, also q » b). 


§ 6. Sätze über Teilbarkeit von Zahlen. — Absolute und relative 
Primzableu. — Euklidischer Algorithmus.^) 


1. Ist 

i — ag, c — br, 

so folgt: 

c - o(gr), 

d. h. 

Ist c ein Viäfaches von l, h ein Vielfaehes von a, so ist 
auch c ein Vielfaches von a. 

Anders ausgesprochen: 

Jeder Teiler a eines Teilers b von c ist gleichfalls ein Teiler 
von c. 


Hat man ferner: 
BO folgt: 


b^ag, c^ar^ 
b + ** a(2 + 0 


1) Dieser Paragraph, enth&lt einige ELilfsafttee aus der sogenannten „demen- 
taren Zahlentheorie“. Wir beschriUiken uns dabei auf die Mitteilung demjenigen 
Sätze, deren Kenntnis für die späteren Entwicklungen notwendig ist. 

IPrinffihelm. YorleiunffttiL I> 1. ^ 
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und, falls & > c: 

6 — c — ag — or = a(2— »■)0 

d« li. 

Sind zwei ZäMen h md e Vidfaehe einer dritten Zahl a, so 
güt das gleiche von ihrer Summe md Differem.*) 

Oder auch: 

Jeder gemeinsame Teiler zweier Zählen ist auch ein Teüer 
ihrer Summe und Differenz. 

Dagegen braucht offenbar weder & noch c durch a teilbar zu sein, 
wenn 6 + c oder l — e den Teiler a hat. Selbst wenn 6 + c und i — e 
den Teiler a haben, so würde daraus nur folgen, daS 2h und 2c durch a 
teilbai’ sind. Steht jedoch fesi^ daß außer b -]• c oder b — e noch eine der 
beiden Zahlen h, c den Teiler a- hat, so gilt dies auch von der anderen. 

Wegen b = h‘l hat jede Zahl sich sdbst und die 1 zu Teilern. Eine 
Zahl h, welche keine anderen Teiler hal^ als diese beiden, heißt (absolute) 
Primzahl, Die Zahl 1, für welche jene beiden Teüer in einen einzigen zu- 
sammenMLen, nimmt eine Sonderstellung ein und wird nicht zu den Prim- 
zahlen gerechnet. Die einzige gerade (d. h. durch 2 teilbare) Primzahl ist 
offenbar die Zahl 2. Dagegen ist die Reihe der ungeraden Primzodden: 
3, 5, 7, 11, • • • unbegrenzt. Denn ^be es eine letzte Primzahl p, so müßte 
jede Zahl g > durch mindesteiui eine der Primzahlen 2, 3, 5, • • •, jp teü- 
har sein, was offenbar bei der Zahl g — 2'8*5*''|)-f-l niAt der Fall ist. 

Jede Zahl, welche außer sich selbst und der Eins noch andere*) 
Teüer besitzt^ heißt zusammengesetzt. 

2. Hat man zwei Zahlen a und b, wo h>a>l, so ist entweder 
(s. 01. (lla) des vorigen Paragraphen): 

(1) 6 — ag (wo: 1< g < 6), 
oder (s. üngL (11h)): 

ag < 6 < a(g -f- 1) “ ag -f a 

(wo: 1 ^ g < &). Dt diesem Falle muß also eine bestimmte Zahl «4^1 
und < a existieren, derart, daß: 

(2) 6 ag -f Oj . 

Ist also & > a und a Tcein Teüer von b, so muß zwischen a und b eine 

1) 8. FnSnote 4} 8. 81. 

2) Etwas allgemeiner sind offenbar auch hs -j- et und (mit der Torläufigen 
EinBchTänlnuig ht > et) auch hs — ct Vielfache von a, wenn s und t beliebige 
Zahlen bedeuten. 

8) Hat die Zahl b emen von b und 1 vetsohiedenen Teiler a, etwa: 

(wo; o<6, aleo g>l), 

BO hat sie ja allemal noch eiaen zweiten („komplementitien“) Teiler g, wie bereits 
am 8bhlafi des vorigen Paragraphen henrorgehoben wurde. 
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Beziehang Ton der Form (2) staitfinden. Man bezeichnet in diesem Falle q 
als den {mivdUständigen) Quotienten der Division von h durch a, die dem 
Intervall 1 ^ < a angehorige Zahl als den (Divisions-) jRcrf, 

Die in Gl. (2) enthaltene Formulierung einer zwischen den Zahlen a 
und b bestehenden Beziehung kann dazu dienen^ die Frage nach dem 
größten gemeinsamen Teüer (größten ^Gemeinteiler^^ von a und b in An- 
griff zu nehmen und schließlich zur Entscheidung zu bringen. Da näm- 
hch aus Gl. (2) folgt: — aj, so erkennt man zunächst, daß jeder 

Gemeiuteiler von a und 5 auch ein Teiler von ist, während umgekehrt 
aus Gl. (2) hervorgeht, daß jeder Gemeinteiler von und a auch ein Teiler 
von b sein muß. Die Aufsuchung aUer möglichen Gemeinteiler von a 
und b ist somit zurückgefuhrt auf die entsprechende Aufgabe für 
und a. Büier bestehen nun wiederum die zwei in folgender Form dar- 
stellbaren Möglichkeiten, nämlich entweder: 

(la) a-Ojg, 
oder: 

(2a) + wo: < 1 * 1 . 

Im ersten Falle ist ein Teiler von a, also nach dem znror ge- 
st^ten anch Ton b und zwar, da alle möglichm Qemeinteiler von a 
and & enthalten muß, der größte Gmteinteiler von a und b. 

Im zweiten Falle schließt man, wie oben, daß jeder Glemeinteiler ron o, 
und auch ein solcher von und a, also sdüießlich von a und b sein muß — 
vice versa, ln gleicher Art weiter fortschließend findet man dann entweder: 

(l b) <*i - 
oder: 

(2b) Ol — 0 ,?, + 0 ,, wo: 1 ^ fl» < a,. 

All gem ein ergibt sich (&Us das Yer&hren nicht schon mit GL (la) 
oder (Ib) endigt) auf diese Weise eine Eetle von OieuAungm (der so- 
genannte BtJcUdisiSie AlgoriOmus), welche schließlich mit einer Glmchung 
von der Form (la), (Ib), • - • abbrechen muß, da ja die Divimonsreste 
0 », 0 », * • • beständig kleiner werden; also^): 

' b — flj -f Oj 
fl “Oiffi-l-fl» 

a,_i — wo: fli>fl,>o»>- ->Oa^l. 

1) Die SchieibweiHe (8) paßt nur auf diigcidgen FUle, in denen n ^ 8. Im 

8» 
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Jeder Gemeinteiler Yon i und a ist dann auch Teiler Ton a^, 
Oj, • • •, o„ und umgekdurt muß jeder Teiler von ein Teiler von 
®«-s> * ' •> ^ ®» offenbar der grSßie Teiler von sich 

selbst, so ist schließlich a, der größte Cremeinteüer von a und h. 

Ist nun speziell 1 («^1), d. h. tritt bei dem angegebenen Ver- 
fahren an irgendeiner Stelle die 1 als Divisionsrest auf (und zwar dann 
eo ipso als leister), so haben a und h den emsigen GemeinteUer 1. Zwei 
solche Zahlen a, b heißen alsdann relative FrimecMen oder rdoHv prim 
suemander^), auch teüerfremd (indem man von dem aZJe» Zahlen gemein- 
samen Teiler 1 absieht). 

Ist a, größer als 1, so haben also a und h den gemeinsamen und 
zwar größten gemeia&:.imen Teiler a„, sodaß also, wenn etwa 

a' und b' rdaHv prim sein müssen. 

3. An den Begriff der relativen Primzahlen und die Benutzung des 
Euklidischen Algorithmus zu ihrer Charakterisierung knüpft der folgende 
wichtige Satz au (der leicht für selbstverständlich gehalten werden könnte, 
ohne es in Wirklichkeit zu sein): 

Sind a und b relativ prim und ist Tt eme hdidnge ZaM, so 
muß jeder gemeinsame Teiler von bh und a (oder auch vön ah 
und b) ein Teiler von h sein. 

Beweis. Da a und b relativ prim vorausgesetzt werden, so nimmt 
der Euklidische Algorithmus (3) mit Hinweglassung der letzten Glei- 
chung die folgende Form an*): 


Fälle n>=>2, bzw. ns= 1 reduziert sieb das System (8) offenbar auf eins der 
beiden folgenden; 

J> = agi -{- o, 
a = <*i2i -f- **» 

bzw.: 

h = ag -f- «, 
a — 0,21, 

während im übrigen die daran geknüpften Schlfisse unverändert bleiben. 

1) Auf Grund dieser Begiiffsbestimmung wird die 1 als relativ prim su allen 
anderen Zahlen und m sieh selbst betrachtet (da eie ja mit allen anderen 

und mit Bibh selbst den einzigen Gemeinteiler 1 hat). 

2) Dabei sohliefit im Falle »=3 dieses System schon mit der Gleichung: 

Oj = OjS!t + li 
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( 4 ) 


b 

=>aq -f- 0^ 

a 

= a,q, - 1 - 

«1 

= + ÖS 

. a«- 



Es bestehen also, wenn man jede dieser Gleichungen mit It multi- 
pliziert, die folgenden Beziehungen: 


a^Tt = bTi — aqTt 
a^li = ali — 

OjÄ = aji ~ a^q^Ti 


Die erste Gleichung zeigt unmittelbar, daß jeder Gemeinteiler von hTt 
und a (oder auch Ton alt und V) auch ein Teiler von a.Jt, folglich 
nach der zweiten Gleichung auch von a^Tt, nach der dritten tou a^Tt 
sein muß usf. — schließlich also nach der letzten, wie behauptet, ein 
Teiler von Ic . 

4. Als spezieller Fall des soeben bewiesenen Satzes ergibt sich zu- 
nächst der folgende: 

Ist a rdaiiv prim m b und ein Teiler von bh, so muß a 
sdim ein Teiler von h aUein sein. 

Seien ferner a und b relatir prim gegen eine dritte Zahl c, so kann 
ofPenbar das Produkt ab mit e keinen (sc. von 1 Terschied>.nen) Gemein- 
teiler haben. Denn jeder Gemeinteiler von c und ab müßte ja nach dem 
Satze von Nr. 3 ein Teiler sowohl von a als von b sein (je nachdem 
man die oben mit h bezeichnete Zahl mit a oder mit b identißziert) — 
was der Voraussetzung widerspricht. Es gilt somit der Satz: 

Sind etcei Zahlen gegen eine dritte rdaUv prim, so gilt das 
gleiche von ihrem ProduMe. 

Dieser Satz ^t sich sofort auf den Fall ausdehnen, daß an die Stelle 
der zwei Zahlen a, b deren eine beliebige Anzahl, etwa a^, Og, ■ ■ 
tritt. Wird ferner angenommen, daß jede dieser Zahlen relativ prim ist 


während es sidbi in den F&Uen n S bzw. n 1 auf 

*»“=«2 +<h 


bzw. auf 


<« — «i«i+ 1 

h ^ uq -j- 1 


reduziert, im übrigen wieder die daran geknüpften SohlüMe unverihzdert bleiben. 
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nicht nur g^n eine einzelne Zahl, sondern gegen jede der Zahlen 
h) * * ’) ^n> folgt zunächst, daß das Produkt o^ag • • • ebenfalls 
gegen jede der Zahlen < 1 ; Ci» * * \ und somit schließlich auch gegen 
deren Produkt relativ prim M Also: 

Ist jede der ZcMm a^, a^, •, rAcdiv prim gegen jede 

der Zcdäen q, Cj, • • •, e„, so sind cmk die ProduJete o^Og •••<*„ 
tmd • • • c, rdßUv prim. 


§ 7. Brnchsymbole als neue Zeichen für natürliche Zahlen. — 
TergleichungS' nnd Beehnnngsregeln für solche Bmchsymhole. 

1 . Ist > a und ein Vielfaches von a, etwa: 

(1) 6 — Cf • 

so besteht nach § 5, 61. (13) hierfür auch die Schreibweise: 

( 2 ) 2 = 

Es kaim hiernach die Zeichenrerbindung als ein neues Zeichen für eine 
in der Reihe der natürlichen Zahlen lereils vorhandene Zahl q angesehen 
werden. Wir bezeichnen eine solche Zeichenrerbindung ~ als JBrudi- 

s/gmbdl, kürzer als Bruch, die oberhalb des horizontalen „Bruchstriches'' 
stehende Zahl 6 als den Zähler, die unterhalb stehende als den Nenner. 
Es eidstieren dann offenbar für jede einzelne Zahl q unbegrenet vide solche 
Bruchsymbole. Denn bezeichnet man aushilfsweise mit (ag) dasjenige in 
der Zahlenreihe vorhandene Zahlzeichen, welches dem Produkte der beiden 
Zahlen a und q entsprichi^ sodaß also: 


(3) a • g - (ag), 

so folgt: 



Denkt man sich hier g beliebig, aber fest gewählt \md setzt für a der 
Reihe nadi die Zahlen 1 , 3, 3, • • •, so ergibt si<h für die Zahl g die un-' 
begrenzte Reihe von Bruchsymbolen: 

g (8g) (8g) 

1 ’ 2 » 8 ’ 

Für den weiteren 6 ang unserer Betrachtungen erscheint es nun 
wichtig, zunächst die folgenden Fragen zu beantworten: 

1) Wie entscheidet man, ob zwd Symbole -7 der betrachteten 
Art als glmch anzusehen sind, d. h. äiesdbe natürliche Zahl vorstellen, 
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& V 

bzw. welches der beiden Symbole als Jdeiner oder größer zu gelten 

hat, d. h. die Heinere oder größere Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und Produict zweier ia der Form — , 

a ' a 

Torgelegten natürlichen Zahlen wieder durch Symbole dieser Art dar- 
stellen? 

2. Satz 1. Es ist: 

(a) wem: a'h = aV, und umgek^rt, 

h h' 

(b) -- ^ je nachdem: a'h ^ ah\ md nmgekehrt. 
Beweis. Auf Grund der Definition des Symbols (s. Gl. (1) und (2)) 


hat man: 

^ 7 

a — — 6. 
a 

Ebenso: 

Besteht die Voraussetzung: 

n' 7/ 

a * —7 0 . 

a 

a"h =- ah', 


so läBt sich dieselbe nunmehr in die Form setzen: 

also mit Anwendung des Assoziations- und Eommutationsgesetzes der 
Multiplikation: 

(aaT-l -(.»•) 4, 

woraus schließlich sich ergibt (s. § 4^ GL (Vlla)'): 



Umgäcäirt folgt aus der letzten Gleichung durch Multiplikation 
mit aa': 

(„„■). 1 _ (aaO 4 

und sodann: 
d. h. schließlich: 

a'h - ah'. 

Analog ergeben sich die auf die Voraussetzungen a'b^ab’ hzw. 
^ ^ bezüglichen Behauptungen; wenn man in den Torstehenden Re- 
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lationen das Gleichlieitszeicheii dorcliweg darch das Zeichen < oder 
> ersetzt. 

Zusatz. Aus (la) folgi^ wenn Te eine beliebige Zahl bedeutet: 

h ^ Q>h) 
a (aÄ) ’ 

Insbesondere ist daher: 

a ''' («o') ' «' (« a') ’ 

in Worten: Zwei Bmchsymbole mit verschiedenen Kennern lassen sich 
stets ^leidinami^ machen, d. h. in solche mit gleichem Nenner umformen. 

h h' 

S. Satz n. När die Summe eweüer dwreh dieBrucksgfnbdle — , dar- 

gestälten Zcdüen gilt die Formd: 

b . V (a'b + g&O 

a a' oo' 

Mähen die beiden Brüche gleichen Nenner a, so läßt sich, ihre 
Summe in die einfachere Form sägen: 

(6 + ?0 


(na) 


(Hb) 


1+.5: 

a ' a 


Beweis. Aus den Beziehungen (s. &L (1) und (2)): 
folgt durch Multiplikation mit a' bzw. a und Addition: 


und somit, wie behauptet: 


A + 

a ^ o' 


{a'b + ab') 
aa' 


Durch Anwendung dieser Formel auf den besonderen Fall a'« a- würde 
zmoSohst folgen: 

h I (ab ab') o(b + &') 

a'a a-a a-a ’ 

also, mit Berücksichtigung des Zusatzes zu Kr. 2, schließlich: 

b V a + V) » 
o *' o a • 

1) ITmgekebit wilr^ die Formel (Ha) aiu ^Ib) folgen, wenn man — , K auf 

(cl' V\ (o I/'s ^ ^ 

gleichen Nenner bringt, also durch ersetzt und sodann die Formel (üb) 

anwendet, deren Richtigkeit andererseits unmittelbar aus 


a — a 

a 


a 


V 


durch Addition herrorgehen würde. 



Nr. 4 . 1 . § 7 . Bruchsymbole. — § 8. Eigenilicbe und uneigentliclie Brüche. 41 


4. Satz III. Für das Produkt zweier durch die Fnwhsymbole' 
h h' 

^ dargestellten Zahlen gilt die Formel: 


(in) 


Beweis. Aus 


A . J*' = M) . 

a a' (aa') ' 


6 , 


7 .' 

a --^ = 6 


folgt durch Multiplikation: 
und somit, wie behauptet: 

\a a'/ (aa') 


§ 8. Eigentliche nnd uneigentliehe Brhche. — Tergleiehungs- und 
Bechnungsregeln.— Yollständige Erledigung des BMsionsprohleins 
fhr natilrllehe Zahlen. 

1. Wir gehen jetzt darauf aus, unseren Zahlrorrat in der Weise zu 
vei'mehren, daß die bisher unter besonderen Yoraussetzungen ausführ- 
baren vmgätäirtm Rechnungsoperationmi mit natürlichen ZaUen in jedem 
Falle ausführbar werden. Um dieses Ziel zunächst für die Division zu 

erreichen, führen wir jetzt alle möglichen Symbole Ton der Form ■— ein, 

unter a und h natürliche Zahlen verstanden, ohne Rücksicht darauf, ob b 
ein Vielfaches von a oder auch nur, ob b > a.^) Jedes solche Symbol 
soll dann als ein Brudi mit dem ZäJder b und dem Nenner a bezeichnet 
werden und zwar als ein uneigenUicher, wenn b ein Vielfaches von a, in 

jedem anderen Falle als ein eigenäicher. Die eigenüiehm Brüche unter- 
scheidet man wiederum noch in ediie und mechte, je nachdem b < a 
oder b>a. Die eigenüidien Brüche werden auch als gdnvdiene Zahlen, 
und im Gegensatz hierzu die noMirlichen Zahlen als gange bezeichnei 
Während nun die meigenttiehm Brüche, also die im vorigen Para- 
graphen bereits betrachteten Bruchsymbole, lediglich als andere ZeUdten 
für die naäirUdien Zahlen auftraten, so sind die eigenüiäim Brüche- 
vollkommen neue Zeichen, die wir dadurch zu neuen .Zahlzeichen machen 

1) Dabei wird, damit kein Widenprach mit unseren bisherigen Bezeichnungen 
der Division entsteht, durch Festsetznog geeigneter Becbnungsregeln dafür Sorge- 
getragen werden, daß in jeäm Falle als LOsung des Dinsionsproblems 

ax’^b 

erscheint (s. Kr. 6 dieses Paragraphen). 
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wollen, daß wir ilire Sukzession innerhalb der Reihe der natürlichen 
Zahlen, d. h. schließlich die Sukzession aller möglichen eigentlichen und 
aneigentlichen Brüche eindentig festlegen, sodann die dmndoperationen 
der Addition nnd MidÜ^ikation auf sie anszudehnen suchen — und zwu 
das alles in der Weise, daß mit den bisherigen Festsetzungen und Rech- 
nungsr^eln keinerlei Widersprach entsteht. Ist dieses Ziel überhaupt er- 
reichbar, so ist die Möglichkeit eines Erfolges nur gegeben, wenn wir die- 
jenigen Regeln, die im Torigen Par^raphen für die un&genüichen Brüche 
als direkte Folgerungen der für natürliche Zahlen geltenden sich ergaben, 
nunmehr als entsprechende Definitionen für die Beziehungen der eigent- 
lUdien Brüche unter sich und in Yerbindung mit uneigendÄcken Brüchen 
einführen. Damit wäre dann freilich zunächst nur soviel erreicht, daß kein 
Widersprach entsteht^ falls die in Frage kommenden Brüche sich auf un- 
e^enüiche reduzieren. Des weiteren wird jedoch noch ausdrücklich nach- 
zuweisen sein, daß jene Definitionen in jedem Falle den an die Begriffe 
der OleiMeit bzw. Unghudiheit, der Addition und Multiplikation zu 
stellenden, weiter unten näher bezeichneten Forderungen Gienüge leisten. 

Wir definieren also für den Fall, daß mindestens einer der beiden 
Brüche -j, ^ ein eigentlicher ist, deren GleiehheU bzw. Ungleichheit, so- 
wie ihre Addition und M3dti^ikation durch die im vorigen Paragraphen 
mit (Q— (m) bezeichneten Formeln: 

(a) Es ist: — wem: a'l=‘aV, md umgMvrt,^) 

(b) nachdem: a'b^aV, md umgeMirt.^) 



1) Insbesondere ist also; 


— M wenn: a^a\ und umgekehrt, 

dt a 

b h' 

, wenn: b « b', und umgekehrt, 

du 


2} Hieraus folgt insbesondere: 

5 


(- 1 ). 


wenn b ■^a. Also: Mle edtUn BrüdW sind meiner als 1. 
Ferner: j j 


wenn a' < a, also a > a\ d. h.: Brüche mit gUkihem Zähler nehmen bei wachem-- 
dm Nenner beständig ab. 


Andererseits bat man: 



wenn b < b\ also: Brüche mit gleichem Nenner nehmen bei wacheendm Zähler 
beständig su. 
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( (a) JEs ist: - + K^ 

/jjN r ^ « <* (o«0 ’ 

(b) und speeiM: ^ • 

(in) Es ist: 1.®!«^. 

Man bemerke, daß diese Gleichungen auch die entsprechenden Be- 
ziehungen zwischen dgentlichen Brüchen und nodürlichm Zahlen regeln, 
da man ja eine natürliche Zahl V auch durch den uneigentlichen Bnudi 

Y ^oder auch, nach Bedarf durch ersetzen kann. 

2. Bemerhingen m Formd (1). Um zunächst die Widerspruchslosig- 
keit der Gleichheitsdefinition (la) festzustellen, hat man zu zeigen, daß 
auf Grund derselben aus den beiden Beziehungen: 


h V h' V“ 


a a ' a a 


stets die folgende hervorgeht: 


h V 


Man hat nun, wenn die beiden obigen Gleichungen bestehen, nach (la): 

a'h^al', a"b'==a'I>" 

und daher, wenn man die erste dieser Gleichungen mit a", die zweite 
mit a multipliziert: 

a'a'b - aa"b', aa"b' - aa'b", 

also: 

a'a"b = aa'6" 
a"b - ab" 

d. h. nach (la) in der Tat: 

b b" 


Das entsprechende gilt bezüglich der üngleichheitsdefinition (Ib), 
d. h. findet in ganz analoger Weise, daß ans den Yoraussetzungeu 


6 6' b' ^ 

a ^ a' ^ a ^ a* 


nnd zwar auch dann, wezm eine dieser beiden ühgleidtungen durch eine 
OleidMimg ersetzt wird, stets folgt: 


... ^ 
a a 


Aus (la) folgt wieder (wie S. 40, Zusatz), wenn h eine beliebige 
ganze Zabl bedeutet: 

(ak) a 
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Za jedem eigetUliclten Bruche gibt es SpIso (gerade so, wie zu jedem «»t- 
eigenUichen) unbegrenzt viele ihm gleiche. Sei nun etwa: 


dann muß auch sein: 


a 



a < a', 


b<V. 


Denn wäre 6 ^ h', so Mtte man, wegen: a' > a, auch: a'h > ab', also 
& 1/ 

nach (Ib): was der Voraussetzung widerspricht. 


Ganz ebenso würde aus der Annahme 5<&' folgen, daß auch «<»'’ 
sein muß. 

Unter allen (eigentlichen oder uneigentlichen) gleidien Brüchen 

X X/ x^/ 

— 5 -7 9 — , • • • muß es nun offenbar mindestens einen geben, welcher 
a ^ a ' a ' ^ ^ 

den Meinsten überhaupt Torkommenden Nemier besitzt. Da aber dieser 

nach dem eben gesagten auch den Meinsten überhaupt vorkommenden 

Zalüer besitzt, so kann es allemal nur eine» eineigen solchen Bruch geben. 


Wird dieser etwa mit — bezeichnei^ so müssen offenbar und relatio 


prim sein. Denn, hätten a^, \ einen von 1 verschiedenen Gemeinteiler Je^ 
sodaß also: 


so wäre: 


Je * Je * , 


h 

<h 


wo jetzt: 




was der Voraussetzung widerspricht. 

Man bezeichnet einen Bruch, dessen Zähler und Neimer räaÜv prim 
sind, als rediteiert (oder auch als irredtteibd) und kann darnach das vor* 
stehmide Ergebnis auch so aussprechen: Unter allen gleichen Brüchen 

— befindet sich stets mindestens ein redmierter Bruch — • 
a o. 

Sei nun — ein bdiänger, — ein ihm gleicher redueierter Bruch, so 

hat man: ^ 

— = ^, also: — aSj. 

Da nun 0 ^ relotMv prim zu andererseits aber ein Teüer von a\ sein 
muß, so folgt aus dem ersten Satze § 6 Nr. 4, daß Oj ein Teiler von o, 
und durch die gleiche Seblußweise, daß* ein Teiler von b ist, sodaß 
etwa gesetzt werden kann: 


a^k-Oi, J 

Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die Gleichung => aht folgt aber: 

®i ^i) ■* \ 7 

anders geschrieben: (oibi)Ä' — (o^^)*, also: M — Je. 
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Somit ergibt sich: Ist - ^ ein redwsierier Bruch, so sind oiUe «be»*- 

Imipt möglichen ihm gleichen Brüche in der Form ^ enthalten. Danach 

sind also insbesondere zwei gleiche reduzierte Brüche allemal identisch. 
Mit anderen Worten, es gibt in jeder Klasse von unbegrenzt vielen glei- 
chen Brüchen nur einen reduzierten, welcher dann gewissermaßen als Be- 
präsentant der ganzen Klasse angesehen werden kann und auch als redu- 
zierte Form der ihr angehörigen Brüche bezeichnet wird. (NB. Besteht 
die betreffende Klasse aus uneigentlichen Brüchen, so hat der zugehörige 
reduzierte Bruch offenbar stets den Nenner 1 und kann schließlich auch 
durch die den Zähler bildende natürliche Zahl ersetzt werden.) 

3. Bemerkungen zur Ädditionsformel (11 a). Hier müßte noch gezeigt 
werden, daß durch die fragliche Formel die Summe zweier Brüche wirk- 
lich eindeutig definiert wird, daß sie also keine Änderung erleidet, wenn 

man die Brüche — , durch irgendwelche ihnen gleiche ersetzt. 


Bezeichnet man etwa mit 


h K 


die reduzierten Formen von 


a ^ 


V 


SO sind alle mit — bzw. K gleichen Brüche in der Form bzw. 

a a \jc ) 

enthalten (wo Ti bzw. Tt' jede beliebige natürliche Zahl). Nach Gl. (Ila) 

ergibt sich sodann: 


(t6,) ^2 _ ^ + «ib/) 

(ÄOj) (fc' «i') (fcJ'Oia,') “ Oitti' ' 


sodaß also die betreffende Summe von der Wahl der Zahlen Tt und It' 
TöUig unabhängig ist. 

Hieraus fol^ insbesondere, daß: 


( 2 ) 




wenn: 



r 


Dieses Ergebnis ist auch umMirbar. Man hat nämlich: 

5 b' ^ a'b + aV a'a"b+aa'’V 

a a' “ aa' aa'a" * 

6 , h" a”b + ab" _ a'a''b + aa'b" 

a a" ” aa" aa'a" 


und daher, wenn die erste der Gleichungen (3) besteht (mit Berücksich- 
tigung Ton Fußn. 1) S. 43): 

o'a"6 + aa"b' = a’a"l + aa'b", 


imd schließlich: 


b' b" 
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Ganz analog würde sich ofPenbar ergeben: 


( 3 ) 


1 + K. 

a ' a' 


*5 6" . , n b' ^ h" 

= -+^, je naclidem: 

6.6' 6 


Daß die dturdi Formel (lla), lüLmlich: 

6 , 6'_{a'6 + a6') 
a a an 


und umg^ehrt ') ; 


definierte Addition kommutaUv ist, erkennt man anmittelbar daraus, daß 
die rechte Seite bei gleichzeitiger Yertanscbnng ron a mit a', h mit h' 
ungeSndert bleibt. 

Bildet man sodann: 


und: 


/ 6 £\ , r (a'6 + ab’) , 6" 

\a «'/ a" *“ aa’ 

{a'a''b + aa"b' + ao'6") 
aa'a" 



6 , (a"6'+o'6'') 
a ' a'a" 

(a'a"b + aa"b’ + aa'b") 
aa'a" 


BO zeigt die Übereinstimung der rechten Seiten, daß die fragliche Addition 
auch assoeiaüv ist.*) — 

Bednziert sich der erste Summand ■— auf eine ganze Zahl b, so folgt 
ans GL (lla), indem man a -■ 1 setzt: 


^ , 6' o'6 + 6' 

6 H — 7 ■“ i — • 

' o o 

Ist nun ^ irgendein mechter Bruch, also c>a', so laßt sich c allemal in 
die Form setzen (s. § 6, S. 34, Gl. ^)): 

c=“a'6 + 6', wo: 1^6'<o', 

und man findet d^er durch ümkehrung der vorhei^ehenden Gleichung: 


( 4 ) 

d.h. 


ö 

o' 


c(b + b' 




Jeder unechte Bruch läßt siaii darstdlen ak Summe cm einer 
naüirlidm ZaU und einem echten Brud^e. 


1) Die Beziehnngen (2) (mit ümkehrung) nnd (3) nebst den dtirch Kommu- 
taiion der Addition daians hervorgehenden entsprechen genau den fSr natOxliche 
Zahlen bestehendem § 2, ([n)^(VIb). 

2) Bezüglich der Ausdehnung der Definitionen von Addition und Miüti^Ukationf 
sowie des Jummutaiiven und assogiativen Verhaltens auf eine beliebige Anzahl von 
Elementen in dem Torliegenden, wie auch in jedem späteren uhnlichen Zusammen- 
hänge sei ein für allemal auf die Definitionen von § 2, Nr. 5 (S. 14), 1 4, Nr. 6 (S. 22), 
sowie auf das Beweisverfahren von § 8, Nr. 6 (S. 22), § 4, Nr. 6 (S. 80) verwiesen. 
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Ist ferner 6 > 1, sodafi also gesetzt werden kann: 6 = 1 4* — 0» 

so folgt durck umgekehrte Anwendung der Additionsformel: 


6 _ 1 I (^-1) 

a a a 

Ist auch noch (& — 1) > 1 , also: & — 1 = 1 + (Zi — 2), so folgt weiter: 

A = + J I (6 -2) 

und bei passender Fortsetzung dieses Verfahrens schließlich: 

h 


( 5 ) 

d. h. 


, -L + 1 + 

« ' a ‘ 


T 


Jeder Bru(Ji — , tvo h > 1, Jcann dargestdU werden als eine 
Summe von b Summanden — • 

a 

4. Bemerkungen nur Midtiplikatiotisforml (III). Die tlnveranderlich- 

keit des Produktes zweier Brüche K auf Grund der Definitions- 

a ’ a 

formel (HI), sofern man jene Brüche durch ü^endzwei ihnen gleiche er- 
setzt, erkennt man, unter Beibehaltung der in der vorigen Kummer 
benutzten Bezeichnungen, ohne weiteres aus der Beziehung: 


(fe6i) . (*:&/) 

(ÄOi) ()fcfc'o,aj') 

Daraus folgt wiederum insbesondere, daß: 


, (M') 

(OlOlÖ’ 


( 6 ) 


a 


y 

a' 


h y' y r 

wenn: 

a a ^ a a 


TJmgäiäirt zieht auch die erde dieser Gleichungen die 
sich. Man hat nämlich, falls die erste Voraussetzung besteht 

(oa') (««")’ 

und daher nach (la) 


ite nach 


somit schließlich: 


(aa") (6^0 = 

a"b' - a'6", 

V r 


Ganz analog würde eich offenbar ergeben: 

(7) a ■ 7 ^ T ‘ nachdem: umgekehrt.^) 


1) Vgl. die analogai Beziehttageit fflr natfiiUche Zahlen: § 4, (V) — (YTTt). 
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Ferner ergibt sich aus den Beziehungen: 

6 b' (p-p) 
a «' (««V 

b Vr (bW) 
a ' a'’ a" (oa'o") 

infolge der hmmuMiven und asso 0 iaUvm Eigenschaften der rechten 
Seiten der hommutaHoe und assoeiative Charakter der betreffenden Brnch- 
produhte. 

Um auch noch die äisMbutive Beschaffenheit festzustellen, hat man: 



V (a'b + 06 ') 6" 

a aa (z 

ia'bh" + ah'b") 
aa'a" 


{aa'a'^ {aa'a") 

_ (60 , (6'6") 

“■ (aa") (a a'O 
_ b b" y b" 


Hieruacli liat man. insbesondere^ wenn c > 1: 


a 



|(i+te-i))-|+4(«-i) 


und gewinnt somit bei passender Fortsetzung dieser Schlufiweise die fol- 
gende Yerallgemeinemng der Formel (5): 


( 8 ) 


^ ^ 

a a * ^ 


- + -+' 
1 2 


4.1, 

a ^ 


sodaß, analog wie bei der Multiplikation zweier natürlicher Zahlen, das 
Besultat der Multiplikation eines Bruches mit einer natürlichen Zahl c 

einer c-maligen Addition jenes Bruches gleichkommi 

5. Es bleibt noch zu zeigen, daß nach Einführung der e^entlichen 
Brüche die Division natürlicher Zahlen stets cmfiSM>ar wird, daß also 
die Gleichnng: 

(9) ax=‘b 


nunmehr stets eine und (in einem sogleich noch näher anzugebenden 
Sinne) nur eine Lösung besitzt. Da nämlich: 

f-|-^ {m»i Nr. 1, 81 an)) 

= 6 (nach Nr. 2, Gl. (D), 
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so ist ofiFenbar ßiiiö Lösung der Gl. (9). Es ist aber auch. — die 

7 / 

^eige Lösnng in dmt Sinne, daß für jede amders legeichnäe Lösung - 

h* Ti 

auf Grund unserer Definitionen unzweideutig die Beziehung ^ 
steht, sodaß also das Zeidien ^ dieselbe Zähl rorstellt, wie (rgl. Nr. 1 
der Einleitung). Hätte man nämlich: 

o • •= o • Y ^anders geschrieben: y * =“ * ■^)j 

so folgt aus der ümkehnu^ Ton GL (6), daß: 

^ = 1. 
ä a 


§ 9. Die absoluten oder positiyeu rationaleu Zahlen. — 

Ihre Addition, Multiplikation und Division. 

.... , 1 « 

1. Man faßt die natürlichen Zahlen, eigentlichen und imeigentlichen 
Brüche unter der Gesamthezeich^ung der äbsohäen oder posüiven raUo~ 
ncdm Zählen zusammen., Dahei wird das Beii^ort „positirf freilich erst 
durch eine weiterhin hoch rorzunehmende Emeiterung unseres Zahlen- 
Torrats seine Bechtfe^^ng finden. Wir woÜen dasselbe jedoch schon 
jetzt ausschließlich anwmden^), teils um die Bezeichnung ^äter nicht 
wechseln zu müssen, teüs aber auch weil diese Antizipation sehr bald 
noch in anderer Beziehung sich als zweckmäßig erweisen wird. 

Die natürlichen Zahlen, sowie die ihnen gleich geltenden vmiggntr 
litten Brüche werden in diesem Zusammenhänge als ganee, die eigene 
Uäten Brüdte als gehrotüme positire rationale Zahlen bezeichnei 

Wie die Betrachtungen der vorangehenden Paragraphen gezeigt 
haben, existieren für jede einzelne rationale Zahl unbegrenzt viele Zahl- 
zeichen. Man kann aber ein vollständiges System der positiven rationalen 
ZoMen bilden, in welchem jede Zahl emncd und mrr einmal vorkommt, 
indem man aus jeder Eiasse gleichgeltender Zahlzeichen ein bestimmtes 
als Repräsentanten ausirahlt, etwa für die umgemdiäun Bräche die ent- 
sprechenden natürlUSun Zahlen, für die eigenUichen ierearedimerteFormat 
(wobei es jedoch fireisteht, im Bedarfsfälle jedes dieser Zahlzeidien durch 
ein andere]^ ihm gleichgelteudes zu ersetzen). In diesem System, dessen 
einzelne Individuen wir generell wieder mit einfachen — und zwar, zum 
Unterschiede von den bishm: gebrauchten. Meinen grieehisehen Buch- 

1) Da in diesem Paragraphen von anderen rationalen Zahlen als diesen „po- 
sitiren“ nicht die Bede ist, werden wir jenes Beiwort znweilen weglassen. 

PrinaiSalm, Vorlciangea 1, 1. ^ 
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staben - bezeichnen wollen^), konunt jedem dieser Zeichen ein 

eindeutig bestimmter Platz innerhalb des ganzen Systems zn, und die 
auf Grund unzweideutiger YorscbriJften bestehenden Beziehungen Ton der 
Form ccdß bzw. a>ß besi^en, auch wenn wir sie in die Worte kleiden: 
„a kleiner als /3" bzw. „a größer als ß^, wiederum nichts anderes, {ds 
daß ein bestimmtes Ordnungsgesetz besteht, nach welchem u dem ß 
Torangeht bzw. nachfolgt. Besteht in dieser Beziehung für das System 
der posäiven raüoncden Zahlen eine ToUsföndige Analogie mit der ur- 
sprünglich betrachteten (nunmehr lediglich einen Bestandteil dieses Sy- 
stems bildenden) Beihe der natürlickm ZMen, so sind andererseits die 
fol^nden zwei fundamentalen Unterschiede herrorzuheben: 

1) Die Beihe der natfirlichen Zahlen besitzt ein bestimmtes erstes 
Element, die 1 ; anders ausgesprochen: es gibt eine ^ßdemstd^ natflrliche 
Zahl, nämlich 1. In dem System der positiyen rationalen Zahlen existieren 
dagegen zu jeder Zahl noch unbegrenzt viele ihr vorangehende. Zunächst 

hat man ja für jeden eckten Bruch a die Beziehung < 1- Sodann 

embt sich aber weiter, wie auch der echte Bruch — gewählt werden 


möge: 


a — « a-j-1 a + 2 


> •. 


Es gM somit Jeeine Ideinste positive ratümde ZaJd. 

2) in der Beihe der natürlichen Zahlen gehört zu jeder Zahl a eine 
mmitUlbar daratrf folgende (a-f 1), d. h. es gibt keine natürliche Zahl it 
derart daß : a < i < (a -|- 1). Nimmt man dagegen zwei positive rationale 
Zahlen u und a' ganz beliebig an, so gibt es stets w/ibegrenzt viele ra- 
tionale Zahlen ß ,/stpisekm“ a und oc', d. L der Bedingung ttdß<ei 
gent^end. Sei etwa: 



d. h . . 

aV > a'h, etwa: aV — a'b -h c, wo: c ^ 1, 
oder, wenn man die Brüche auf gleichen Nenner bringt: 

o'b , aV 

« ■»» 7 , « >— >• 

aa ’ aa 


1) Jedes dieser Zdehen ee, ß, y, • • • kann also, je nach Bedarf, eine natür- 
liche Zahl oder einea (eigentlichen oder nneigentliehen) Bmch rorstellen, dimt 
also im ersten Falle als Ersatz für einen einfeuAen lateinischen Bnchstaben, im 

zweiten für ein Bnchstabenpoor von der Form 

a 
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Bedeutet daxiu n eine beliebige natürliche Zahl, größer 1, so hat 
man weiter: 

na'h , no6' ... ,, ,, , , .. 

“ “«öZ» ^0 J®tzt: nao»nao + n<; und nc^n. 

Alsdann folgt aber: 

„ ^ mo'6 + 1 ^ na'h + 2 ^ ^ na'l + («c— 1) ^ 

«aa ^ naa ^ nao ^ 


und, da es ireisteht, » beliebig zu vergrößern, so ergibt sich damit die 
Bichtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung. 

Es ist also nicht möglich, alle zwischen irgendzwei positiven ratio- 
nalen Zahlen a und a' liegenden, d. h. der Bedingung « < ^ < u ge- 
nügenden rationalen Zahlen /J „der Große nachf‘ (d. h. nach der Vor- 
schrift (Ib) des vorigen Paragraphen) geordnet anzuschreiben. Aus diesem 
Grunde haben wir von vornherein im Gegensatz zu der Bethe der natür- 
lichen Zahlen nur von dem System der positiven rationalen Zahlen ge- 
sprochen. Später wird sich freilich zeigen, daß man auch dieses System 
in Form einer unbegrenzten JReihe anschreiben kann, wenn man die For- 
derung fallen Mßt, daß deren Glieder in dem obigen Sinne der Größe 
nach geordnet sein sollen. 

2. Sind a und a' irgendzwei positive rationale Zahlen, so sind auf 
Grund von Kr. 3 und 4 des vorigen Paragraphen die Summe u-^ u und 
das Produkt a • a eindeutig definierte, im Gebiete der positiven ratio- 
nalen Zahlen allemal wirklich vorhandene Zahlen. Zugleich haben, ge- 
radeso wie bei den natürlichen Zahlen, Addition imd Multiplikation 
kommutativen und assoziativen, die Multiplikation auch distributiven 
Charakter. Auch gelten ganz analoge Beziehungen, wie sie in § 2, QQI) 
bis (VII) für die Addition, in § 4, (IV) — (IX) die MultipliLition 

natürlicher Zahlen bewiesen wurden, insbesondere (S. 45, GL (2), (3); 
S. 47, QL (6), (7)); 

folgt: imd umgeMrt. 

Da ferner in den Formeln für die Addition und Multiplikation von 
Brüchen schließlich alles auf Additionen und Multiplikationen natürlicher 
ZüblftTi zurückgeführt wird, so erschließt man ohne Schwierigkeit, daß 
die fraglichen Operationen unter Beibehaltung ihrer Gmndeigenschsftmi 
auch auf eine beliebige Anzahl positiver rationaler Zahlen ausgedehnt 
werden können. 

Wir wollen nun zimäehst auch noch die in Kr. 5 des vorigen Para- 
graphen für naUirKche Zahlen erledigte Operation der Dioision auf unsere 

4* 


( 1 ) la + ß{^}a+ß 
Aus 

(2) ß {^} a-ß 
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roHomlen Zahlen überixagea. Seien also wiedemm a und a' zwei posi* 
tire rationale Zahlen, so rerstdien wir nach Analogie (s. § 5, S. 32, 6L (7), 
(12), (13)) unter der Division von cc durch a' die Bestimmung einer Zahl $, 
welche die Gleichung befriedigt: 

(3) «1 = «', 

und wir bedienen uns, um die Abhängigkeit der vorläufig noch völlig 
hypothetischen Zahl | zu den gegebenen Zahlen a und a' auszudrücken, 
auch der Schreibweise: 


Dabei kann dann das Symbol wieder als neues Zeichen für eine bereits 

vorhandene Zahl angesehen werden, sobald die eindeutige Existenz einer 
der Gl (3) genügenden Zahl | nachgewiesen ist. 

Wir betrachten nun zuimchst den besonderen Fall 1, also — in- 
dem wir der Deutlichkeit halber für diesen Fall |j statt | schreiben — 
die Gleichung: 

(6) «S.-1, 

aus wdcher nach Analogie von GL (4) resultieren würde: 


( 6 ) 

Sei nun etwa: 



a *= 


a * 


so hat man auf Grund der Multiplikationsformel (Ul) des vorigen Para- 
graphen: 

a_ (^ .j 

o ' 6 ” (ob) 

also, wie die Yergleichung mit (5) zeigt: 

(7) a-y-l, d.h.nach(6); 


Es entspricht also dem Symbol eine im Gebiete der regionale» Zahlen 

allemal wirkheh vorhandene und zwar, wie aus den Cflei^img&i (2) her- 
vorgeht, eineige Zahl, welche dann als die zu « rmprohe Zahl be- 
zeidmet wird. 

Wird jetzt GL (3) mit dieser Zahl multipliziert, so eigibt sich 
ohne weiteres: 
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also mit Berücksichtigung von 61. (4) 


( 8 ) 

d. h. 


# 

CI 

a 



f 


Die Division der rationalen, ZaM a durch die regionale 
ZaM a wird ereielf durch die MuUipliiation von a' mit der reei- 
prdken Zahl m a. 


/ 

Daraus folgte daß man mit Bruchsymbolen von der Form ~ 
genau so rechnen kann, wie mit gewöhnlichen Brüchen. Ist nämlich: 
a — a' ~ so findet man mit Hilfe der Formel (8): ~ woraus 

sich dann alles weitere leicht ergibt (z. B. 



a 

a 


ß ~ «p 

£ “£ 

ß “ß 


usf.). 


§ 10. Bie Snbtraktton im Gebiete der posittTen rationalen 
Zahlen. — Yergleichungs* nnd Beehnnngsregeln für positiTO 
Bifferenzensymbole. 

1. Sind a^, zwei positive rationale Zahlen und Oj > so laßt 
sich zeigen, daß die Gleichung 

(1) 1 + «1 - c, 

im Gebiete der positiven rationalen Zahlen eine und sodann, wie aus den 
Gkichmgen (1) des vorigen Paragraphen hervorgeht, nw eine LSsung S 
besitzt. 

Setzt man in der GL (1) etwa: 

Cj , «j •= — (wo also: Oibs><^bi), 
so geht sie nach Multiplikation mit in die folgende über: 

"H 

« «1«, ’ 

ein Ausdruck, welcher wegen Oih) > tine wohldefinierte posiHve 
raümate, überdies, wie unmitielbar zu sehen, der GL (1) tatsächlich ge- 
nügende ZcM vorstellt. 

Führt man also für die nadi | aufgelöste GL (1), analog wie bei der 


sodaß also: 
( 2 ) 
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entsprechenden Aufgabe fSr natürliche Zahlen (§ 5, 8. SO, GL (1), (4), (5)), 
die JBeneicknmg ein: 

(3) I = «j «1 > 

so ergibt sich, daß die durch das Symbol (c^ — a^) angedeutete SMvotik- 
Uon im Falle innerhalb des Gebietes der positiren rationalen 

Zahlen aasßhrbar ist und daß wir ein „Differeneensy»iMf‘ Ton der Form 
(«, — (wo (i^>e4) als neues Zeißken für eine wirklich vorhandene 
posiHpe raHonale ZaÜ ansehen können (& GL (2)), welche im übrigen 
der Beziehung genügt: 

(4) + 

Ein &Mies Differenzensymbol soll dann ausdrücklich als ein positives be- 
zeichnet werden. 

Um nun durch passendeVerallgemeinerung dieser Differenzensymbole 
die Subtraktion rationaler Zahlen in jedem Falle ausführbar zu machen, 
schlagen wir genau denselben ein, der uns bei den analogen Be- 
trachtungen über die Dwision von den uneigentlichen Brüchen zu den 
allgemeinen positiven rationalen Zahlmi führte, und werden uns daher 
(vgL § 7, ITr. 1, am Schlüsse) mit der Beantwortung der folgenden 
Fragen beschSftigen. 

1) Wie entscheidet man, ob zwei Symbole der betraditeten Arl^ 
(a, — %) und — als p2e»ch anznsehen sind, d. h. diesdbe positive 
rationale Zahl vorstellen, bzw. welches der beiden Symbole als Meiner 
oder größer zu gelten hat, d. L die Monere oder größere Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und Produkt zweier in der Form («, — <%), 
(ßa—ß^ voigdi^ten positiven rationalen Zahlen durch Symbole dieser 
Art darstellen? 

2. Satz L Es ist: 

I (») « 1 — — Ä — A, wem: 0 ^ + ßi — tti+ß„undumg^n:, 

«a — Ui’^ßa — ßi, jeucuMem: ß^^K,-\rßi,univmgehäirt. 

Beweis. Aus der Yoraussetznng 

«I + A «h + A 

ergibt sich durch Einsetzen der Beziehungen (a GL (4)): 

1) ist stets 

(“i — «i) + «j >(«^ — «i) 

(s. § 8, S. 46, Ol. (8)), also nach OL (4) des Textes: 

(«1 — 

(d. h. gerade so, wie für natOxliohe Zahlen; vgl. 8. 81, Fnfin. 8). 
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(5) «2 “ («2- «l) + «1, ßi^ (ßi-ßl) + ßi 

die folgende: 

(«j — «i) + «1 + /?! =- «1 + (ßt~ßl) + ßl, 

also, wie behauptet: 

~ “ Ä ßl- 

Umgekehrt gdbit aus dieser letzten Beziehung durch Addition von 
«1 + ■■ «I + ft die Torhergehende und sodann durch Benutzung der 

Gleichungen (5) die Anfangsgleichung hervor. 

Analog ergeben sich die auf die Yoraussetzungen + ft ^ «i + ft 
bezüglichen Behauptungen bzw. deren Umkehrung, wenn man in den 
vorstehenden Beziehungen, abgesehen von den Gleidiungen (5), das Gleich.- 
heitszeichen durch das Zeichen < oder > ersetzt. 

ZuB atz. Aus (la) folgt speziell, wmin y eine ganz beliebige positive 
rationale Zahl bedeutet: 

( 6 ) (a» + y) — (ai + y) — 0^ — «1 (wegen: «, + y + «i=. 0^4-}» + c%). 
Ist d < ttx (ii'iso Auch < o^), so hat man auch: 

(7) 

wie man erkennt, wenn man in dem Symbol cc^ — cc^ 

a, = («,-d) + d, 

«1 — («^ — d) + d 

einfOhrt und sodann die in Gl. (6) enthaltene Eigenschaft benützt. 

Zu jedem positiven Differenzensymbol («^ — oft) lassen sich also un- 
begrenzt viele gleichgeltende herstellen. 

3. Satz n. Um die Summe ewmer positiver Differeneensymbole durch 
ein SyniM gleu^ Art dareusteOm, güt die Formd: 

(11) (®i “ «i) + (/*s — ft) *“ ((®i + ft) — («h + ft))* 

Beweis. Addiert man («t + ft ^ Seite von GL (U), so er- 
gibt sieh: 

(«,-«t) + (ft-ft) + («i + ft) - i(«t-»i) + «i) + {(ß,~ßi) + ßi) 

” «i + ft • 

Ebenso durch Addition von oft + ft zur redden Seite von GL (II): 

((«i+A) - («i + ft)) + («i + A) - «i + ft. 

Hiernach findet man: 

(fl^— oSt) + (ft — ft) -H («fi+|Ji) — ((«b + ft) — («1 + ft)) + («1 + ft) 

und somit schliefilich, wie behauptet: 

(of, - a,) + 0», - ft) - ((Cf, + ft) - («1 + ft)) . 
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4. Satz HL Zur Darstdlmg des Prodtdctes gweier positiver Biffe- 
rmeenspnibdle durch ein Symbol gleicher Art dient die Formd: 

(III) («j - «,) (^j - ßi) = («sßa + «i^i) - («2 A + «1 A)- 

Beweis. Aas 

(ß,-ßi) + ßi-ß, 

folgt dtircH Multiplikation mit einer beliebigen positiven rationalen Zahl y: 

y(ßa’-ßi) + yßi’=yß»> 

also * 

r’(ßa-ßi)^yßi-rßtf 

d. h. ffir eia solches Frodokt gilt das distribatiTe Gesetz.*) Setzt man 
hier: y =» (o^ — «i), so folgt zunSchst: 

(®s ®^i) iß» A) ““ (®8 ^i) A ~ (®* ~ *i) A > 
also durch nochmalige Anwendung des distributiTen Gesetzes auf die 
beiden Glieder der rechten Seite: 

(lij — «i) (ßf ßj) (oj A A) (** A ~ “i A)* 

Wendet man zur Umformung der rechten Seite die Gl. (6) in der Weise 
an, daB man die dort mit y bezeicbnete Zahl durch (o^A + A) ersetzt, 
BO ergibt sich: 

(a, - «i) (/J, - A) “ ((«2 A - A) + («1 A + «1 A)) 

-((«»A-«iA)+(«»A + «iA)) 

und somit schliefilich, wie behauptet: 

(«2 o^)(^i A) “ (®jA"1"®iA) ~ (^'»A ■i'®iA)- 

§ 11. TeraUgemeinerte Bifferenzensymbole. — TollstAndige 
Erledigong des Snbtraldioiisprobleiiis. 

1. Wir f&hren nun alle möglichen Symbole von der Form («—«') 
ein, wo a und «' zwei ganz beliebige positiTe rationale Zahlen bedeuten, 
und werden, zur Vermeidui^ eines Widerspruches mit unseren bisherigen 
Bezeichnungen fEbr die Std>traJUion, durch passende Bechnungsregeln be- 
werkstelligen, daß das Symbol (cc—a') gerade so, wie im Falle ec > ec', 
auch fQr « ^ a' als Lösung des Subtraktion^roblems ^ + ec ec (siehe 
GL (1) des vorigen Paragraphen) erscheini 

Diese Symbole sind, solange « > a, keine anderen, als die bisher 
betrachteten posüiven und, wie bemerkt, als andere Zeichen för bereits 


1) TgL S. 81, Pußn. 4. 
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Torliaadene rationale Zahlen Tenrendbar. Sie sind dagegen, falls a ^ 
yoUkommen Zeichenverbindungen, die wir jetzt dadurch zu neuen 
Zählen machen wollen, daß wir durch geeignete ßegeln sowohl ihre 
Beihmf^e untereinander, wie auch ihre Stellung zu den bereits Torhan- 
denen Zahlen festsetzen, sodann die grundl^enden Becbnungsoperationen 
der Addition und Multiplikation auf das so erweiterte Zahleugehiet in 
möglichster Übereinstimmung mit den bisherigen Festsetzungen und 
ohne mit diesen in irgendwelchen Widerspruch zu geraten, übertragen. 
Dieses Ziel wird erreicht, wenn wir die im vorigen Paragraphen unter (I) 
bis (111) für den Fall u > u' aufgestellten Beziehimgen, die sich dort als 
direkte Übersetzungen der für positive rationale Zidil^ bereits bestehen- 
den Regeln in die neue Bezeichnungsweise ergehen hatten, nunmehr auch 
für die Fälle a^a als Definition der Gleichheit oder Ungleichheit, sowie 
der AddiUon und MuUij^ikaiion gelten lassen. Wir setzen also fest: 

Es ist: 

I (a) (a—a') = (ß—ßf), wenn: a + ß'=^a+ß, und umgekedirtf 

^ l (^) (“~“0 ^ (ß~ß')) P nachölem: a + ß'^a' -\-ß, und umgekehrt. 

(II) Es ist: (fls — a) (ß — ß') = ((« -i* /3) — (« + ß')) • 

(III) Es ist: («-«') (/J - /SO “ ((«ß + «ß') - («ß' + «'/S))- 

Die hierin liegende Erweiterung des Geltungsbereiches der im 
vorigen Paragraphen ebenfalls mit (1) bis (DI) bezeichneten Formeln ißßt 
offenbar die bisher gewonnenen Regeln völlig unberührt, während sie 
den im Falle hzw. ß^ß neu hinzutretenden Symbolen im Sizme 

der in § 1 gegebenen Definition ZiahZcharakter verleiht. 

Bevor wir die obigen Regdn im ei nz elnen einer genaueren Prüfung 
unterziehen, sei al^emein bemerkt^ daß dieselben auch die entsprechenden 
Beziehungen zwischen "bdiängen Differengensymbden und posi^en ratio- 
nalen Zahlen vollständig bestimmen, da es ja freisteht, jede positive 
rationale Zahl a durch ein Differenzensymbol von der Form ((« + ?)“?') 
zu ersetzen, wo für y jede beliebige positive rationale Zahl gewählt 
werden kann. 

2. Zur Vervollsl&ndigung der in (la) aufgestellten Definition der 
Gleichheit hat mau zu zeigen, daß dieselbe widerspruchsfrei ist, daß also 
aus den Yoraussetzungen 

(«-«') “(/J-/3'), (ß-ß^-ir-V) 

auch allemal folgt: 

(«-aO-(y-yO- 

Eun besagen die obigen Voraussetzungen nach (la), daß: 

a + ß’^a' + ß, ß + y'^ß' + y) 



Nr. 2. 


58 Abschnitb L Kap. 1. Die rationalen Zahlen. 

woraus durch Addition folgt: 

a + ßl+ß + y’“a' + ß•\•ß^ + y, 

also: 

a + /*-«' + y 

und somit schliefilich, wiederum mit Benutzung ron (la), wie behauptet: 

(tt — u) = (y—y'). 

In ganz analoger Weise ergibt sich aus den Yoraussetzungen: 

(a-a')<(ß-ß'), (ß-ß')£(y--y'), 

oder auch: 

allemal die Folgerung: 

(cs-a')<(y — y'), 

aodafi also durch die Definition (Ib) die Sukzession aller möglichen, aus 
positiTen Zahlen gebildeten DiSerenzensjmbole eindeutig und wider* 
spiuchdos bestimmt ist.^) 

Nach (la) hat man insbesondere: 

(1) («'—«)-(/*'—/*), wenn: (« — «0 = (|8-- A 

und umgekehrt; dagegen na(di (Ib): 

1 («'—<*) <(/S'—/J), wenn: («— «^ > (/3— und umgekehrt. 

Aus (la) folgt noch, daß bei jeder Wahl der positiTen rationalen 
Zahl yi 

(S) ((« + y) — (c' + y)) -(«—«') 

und daß, mit der rorlSufigen BeschiSnkung y<a und y < andi*): 

(4) ((«— y) — («'— y)) — («— «0* 

Zn jedem hdi^ngm Differenzens^ymbol gibt es also ^rade wie zu jedem 


1) InBbesoxidere hat man ohne jede Einschiänktmg: 
wenn « /r. 

3) Da infolge der gemaditen Einschifinkong (« — f) und — y) posiHoe 
Symbole aind, eo hat man nach § 10 S. 64, GL (4):] 

(«—/) + }'*=«, «'=“ («'— y) + y, 

also dnroh Addition: 

(“—y) + y + — y) + y + «, 

oder auch: 

(«*— y) + «' — («i' — y) + «s, 

wwans dann nadi (la) die BiiditiglEeit Ton GL (4) herroxgdit. 



Nr. 8. 


§ 11. Yerallgemeineite DifTerenzenB^fmbole. 


59 


postüventi) anbegrenzt Tiele ibm gleich^ nämlich diejenigen von der Form 
der linken Seiten von GL (3) nnd (4). Es läßt sich aber auch zeigen, 
daß dies alle überhaupt möglichen sind, daß also jedes mit {a — a') gleiche 
Symbol {ß — ^') in einer der beiden Formen (3), (4) enthalten sein muß. 
Ist etwa zunächst |3 > ce, so kann gesetzt werden: 


und man hat: 
also nach (la): 
und somit schließlich: 


/J = « + y 

Ist dagegen /3 < a, so findet man, wegen tc> ß, durch Anwendung 
des soeben gefdndenen Ergebnisses: 

+ «' — /J'-l-y (wo: y < « und y < «'), 

und somit: 


Setzt man in (3) und (4) a, so folgt noch: 

(5) ((« ±y)-(a± y)) -(«-«), 


d. h. alle Symbole von der Form (« — «) sind bei beliebiger Wahl der 
positiven rationalen Zahl « einander gleich (wie sieh übrigens auch ganz 
unmittelbar durch Anwendung von (la) ergeben haben würde). 

3. Um die Definitionsformel der Adiition 

(H) («-«0 + (/J-i80-((« + /J)-(«+i8')) 

zu einer vollständig einwandfreien zu machen, wäre wiederum noch zu 
zeigen, daß die rechte Seite img^dert bleibt^ wenn man («—«'), (ß—ß^ 
durch irgendwelche gleichgeltende Symbole (<% — ißt — ÄO 
Da nun aus 

(«—«')=-(«! — O folgt: « + %' = «'+ «i, 

» ß + ßt-ß^+ßi^ 

80 ergibt sich durch Addition: 

« + ^ + «1^ + + /J"+ “i + 

rmd dies ist nach (la) gerade die notwmidige und hinreichende Be* 
dingnng fär das Bestien der Beziehung: 

((« + A - («' + /SO) - ((% + ßt) - « + AO); 

sodaß also schließlich: 


(6) («-«0 + (^-A) + (A-AO- 
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Als besonderer Fall ergibt sieh hieraus: 

(7) (a-«') + (^-/5') = (“-“') + (A-A')» (/?-/*')•= (A-AO* 

Dieses Besaitet ist viederam amkehrbar. Bestellt nämlich, die erste dieser 
beiden G-leicbongen, so bat man nach (II): 

((a + /3) -(«'+/?)) - ((«+ A)-(« +A')), 

also nach (la): 

a + ß + a + ßi a' + ß' + a + ßi, ß + ßt = ß' + A> 
also scbließlicb: 

(ß-ßl^Cßi-ßil- 

In analoger Weise ei^bt sich mit Benutzung TOn (Ib): 

(«-«') + (^- A ) ^ («-«0 + (^1 - AO , 

je nachdem: (j8 — /S') ^ (ß^ — /S/), und umgekehrt. 

Die rechte Seite der Formel (11) läßt sodann ohne weiteres mrkennen, 
daß die hebrefEende Addition Tconmutativ ist. 

Bildet man ferner: 

((«-«')+ 05 -A)) + (?-?') = ((«+A-(«'+A)) + (y-yO 

= ((a+/3+y)-(«'+A+y')), 

so zeigt die BeschafEenheit der rechten Seite, daß diese Addition auch 
assoekdiv ist. 

Schließlich bietet es ofiEenbar keine besondere Schwierigkeit, die 
Addition auf eine idiebige Anzahl von Differenzensymbolen auszudehnen 
und die Beibehaltung des kommutativen und assogiaüvm Charakters aus 
den entsprechenden Eigenschaften der rechten Seite zu erkennen. 

Um noch die Formel (D) auf die Addition eines DifferenzensTmbols 
(a — tf) und einer positiTen rationalen Zahl ß anzuwenden, hat man mit 
Benutzung der am Schlüsse von Nr. 1 gemachten Bemerkung: 

(«— «) 4- /J — («— «) + ((/3+y)— y) 

=“((«+ i* + y) — («+ y)) » 

also schließlich (s. QL (3)); 

(9) («-«') + ^-((« + A-«')- 

Setzt man hier speziell ß = so ergibt sich, wegen (« + «') — «'-»«: 

(10) (« — ce') 4- , 

anders ausgesprochen: («—«') ist in jedem Falle, d. h. insbesondere auch 
für a, die Lösung des Subtraktionsproblems: 

14-«'=.«, 

wie am An&nge dieses Paragraphen bereits angekündigt wurde. 
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4. Die rechte Seite der Produktformel 

(HI) (a — cc) (ß — ß^) = ((« ß + cc ß') — iccß' + cc' ß)) 

laßt ohne weiteres erkennen^ daß diese Multiplikation Tcommutativ ist. 

Um wiederum nachzuweisen^ daß diese rechte Seite ungeändert bleibt^ 
wenn man (a — oc'), {ß — ß') durch irgendwelche gleichgeltende Symbole 
— oci'), (ß^ — jS/) ersetzt, wollen wir zunächst den Pall betrachten, daß 
nur eins der beiden Symbole, etwa {ß — ß'), durch ein gleichgelten- 
des (j3^ — ß^') ersetzt wird, und zugleich zeigen, daß das entsprechende 
Ergebnis umMirlar ist, also: 

Es ist: 

( 11 ) (ß- ß') 

Umgekehrt folgt ms der ersten Besfidimg die zweite, mßer wem 
a =» a'. In diesem letzteren Fodle ist: 

(12) (a-a)(ß- ß') -(«-«) (/Ji - ßf) , 

ohne daß zwischen (ß — 13'), (/^ — ßf) ngendwdche Beziehung zu bestellen 
braucht. 

Beweis. Ist a > a, so ist («—«') eine positive rationale ZahL Be- 
steht nun die Voraussetzung (ß— ß^) == (ßi — ßt), so hat man nach (la); 

ß + ßt ’=• ß^ + ßif 

also durch Multiplikation mit (« — «') (s. § 9, G-leidimgen (2), S. 61) : 

(13) {a-a')ß + («-«0j5i' = («-«0^'+ («-«OA, 

also mit Anwendung der nach § 10, Mr. 4 fQr das jMsitive Differenzen- 
symbol (« — d) bestehenden Disiribuimtat: 

(aß — cc'ß) + (aßf — dßf) -> («/3' — a'/J') + (« ft — ccßi). 

Hieraus mit Hilfe der Additionsformel (II): 

((a/J + «A') — (jdß + a'ßi')) = ((«A + «ßi) — (“'A + ßd) 
und daher nach (la): 

(aß + aßf) -h (a'ß' + «' A) “ («A + « A) + ß + AO; 
anders geordnet: 

(aß + c/ A) + (« A' + « A) = («A + «'/S) + (« A + «' AO, 
also wiederum nach (la): 

(14) ({aß «'A) - («A + «'A) « ((«A.+ «'A') - («A' + dßff), 

und somit nach (111) schließlich, wie behauptet: 

(a-d)(ß-ß0 “ («-«OCA-AO- 
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Da man aber von dieser Gleichxmg aus rückwärts schließend mit Be- 
nutzung der Gleichungen (2) des § 9 auch wieder zur Ausgangsgleichung 
(/3 — =* (ßf^ßt) gelangt, so erkennt man auf diesem Wege zugleich 
die Richtigkeit der ausgesprochenen Umkehrung. 

Ist zweitens a<a, so wird (a' — ä) eine positive rationale Zahl 
und man findet zunächst auf Grund des soeben bewiesenen Ergeb- 
nisses, daß: 

(15) iß- ß') “ (ßi-ßxl, 
und umgekehrt. 

Die erste dieser Beziehungen besagt nach (III), daß : 

((«'/3 + a/J') - (a jS + cc'ß')) - ((aß, + aß,') - (aß, + a'ß,')) . 

Gleichzeitig mit dieser Beziehung besteht aber nach (1) stets auch die- 
jenige, welche durch Yertauschun^ der ElammerausdrQcke innerhalb der 
Differenzensymbole daraus herrorgeht, d. h. 

((aß -b a'ß') - (a'ß + «/?')) = ((aß, + a'ß,') - (a'ß, -f aß ,')) , 
also auch, mit Benutzung von (III), die folgende: 

(a~a')(ß-ß')^(a~a')(ß,-ß,'). 

Somit ist diese erfOUt, sobald die Beziehung (ß—^=‘(ßi — ßt) voraus- 
gesetzt wird, und zieht auch umgekehrt diese letztere nach sich. 

Zur Erledigung des noch ausstehenden Falles u = a' hat man: 

(« - «) 03 - /30 - ((aß -b aß') - (aß -b aß')), 

(« - «) 03i — ß,') = ((aß, -b aß,“) - (aß, -b aß,')) . 

Die beiden rechtsstehenden Differenzensymbole sind von der Form 
(y—y), also einander gleich, ohne daß irgendwelche Yoraussetzung Aber 
ß, /3', ßi, ß,' erfordm:lich ist. Danach wird also ausnahmslos 

(a~a)(ß-ß')^(a-a)(ß,~ß,'). — 

Da, wie soeben bewiesen: 

(a~a')(ß-ßr)=>(a-i^(ß,-ß,'), wenn: (ß-ß')~‘ (ßi-ßt'), 

so folgt mit Rücksicht auf die Kommutativität des Produktes, daß audi 

(a - «(') (ß, —ß,') ^(u,-a,')(ß,- ß,'), wenn: («- - (a, - O- 

Durch Kombination dieser beiden Beziehungen ergibt sich also, wie be- 
wiesen werden sollte: 

( 16 ) 
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Neben den Gleichungen ( 11 ) bestehen -wiederum noch entsprechende 
ÜMgleicbungen, nämlich: 

Ist tt > a, so hat man: 

(17) je nachdem: {ß-ß')^(ßi— ßi')y 
und umgekävrt. 

Ist a < «', so hat man dagegen: 

(18) (.tt-a')(ß-ß')^{a-a')(ßj^—ß^'), je nachdem: (ß-ß')^{ßi—ßi')f 
tmd umgehehrt. 

Beweis. Im Falle « > «' ergeben sich aus der Voraussetzung 

iß-ß^^ißi-ßi') d.h. /3 + /3/^i5'+A 

genau so, wie sich oben die Gldchmgen (13), (14) aus der entsprechen- 
den 6 Zcü:%i 0 ^SToraussetzung ergaben, die entsprechenden UngletchungeUf 
also schließlich wie behauptet: 

(«- (ßi -ßi) , je nachdem : (ß—ß') ^ (ßt-ßi ') • 

Ebenso erhält man durch Rückwärtsschließen mit Benutznng der Un- 
gleichungen (3) des § 9 auch die Umkehrbarkeit dieses Ei^bnisses. 

Im Falle oc < «' folgt hieraus zunächst, wenn mau noch die Reihen- 
folge der Zeichen ^ vertauscht : 

{a-a)(ß-ß')^ia-a)(ß^-ß{), je nachdem: (ß-ß^)^(ßi-ßi'), 
und umgekehrt. 

Durch Anwendung der Froduktformel (IQ) geht das erste Unglei- 
chung^aar in das folgende über: 

((« /5 -1- aß') - {aß + ciß')) ^ ((«'/Ji + aft') - («ft + «'ft)) , 

welches nach Formel ( 2 ) das folgende nach sich zieht (bei welchem die 
Reihenfolge der Elammeransdrücke in den Differenzensymbolen, zugleich 
aber auch diejenige der Zeichen ^ vertauscht erscheint): 

{{aß -1- «'ft) - {a'ß + «ft)) ^ ((«ft + «'ft) - («'ft + «ft')) 

und man findet somit schließlich, wie behauptet: 

(a-«0(/3-ft)^(«-«')(A-A'), je nachdem: (/J-^')^(ft-ft')> 

und umgekehrt. 
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5. Um den assogiaMven Charakter der Multiplikationsformel (III) zu 
erkennen, hat man: 

. (y-yO - ((«/3 + a'/3')-(aj3'+«'^) • (y-/) 

= ((aßy + aß'y + y'+ «ßy) 

— (aj3y'+ «'/3 y'+ a|3 y + a'ßy)) , 

und andererseits: 

(«—(/)• ((/3 —ß'){y — y)) -= (a — a') * 5^ +■ V') — (^ / + ^V)) 

= ((«/3y + a/J y'+ « /Sy'+ «Ty) 

— (o:/S y' 4- a/3'y + a'^ y + «'/Jy')) , 

wobei das zweite Resultat sich lediglich durch die Anordnung der Sum- 
manden innerhalb der Klammem von dem ersten unterscheidet, also da- 
mit zusammenMlt. 

In analoger Weise hat man zur Feststellung des disinbwtiven Cha- 
rakters : 

(„_«') { 4- (y-j,') } = («_«') ((ß + Y) - (ß’+y')) 

«= ((«/34-«y4-«'/J'+«V') 

— (a/3'4-«y'4-«'jS+«V)), 

und andererseits: 

(«—«')(/?— j3')4-(«—«f')(y—y') = (littß-\-(xß^) — (,uß'+afß)) 

4- ((«y -f « '/)— (ay'4- «>)) 

^{(ccß+a'ß'+ay+a'y) 

— (et jS'-|- a'ß 4- ay'4- a'y)) , 

sodaß auch hier die beiden Resultate schließlich zusammenfaUen. 

Weiter ergibt sich dann ohne besondere Schwierigkeit, daß sich die 
Multiplikation auf Grund der definierenden Formel (III) auch auf heliä>ig 
vide Difierenzensjmbole unter Beibehaltung des hmmviaiivm und emo- 
jmHven Charakters ausdehnen Mt. 

6. In Nr. 3 (s. GL (10)) wurde gezeigt, daß durch Aufiuahme der (aus 
zwei positiven rationalen Zahlen zusammengesetzten) JDifferengmsymbole 
in das System der zulässigen Zahlzeichen die Suhirdktion zweier positiver 
rationaler Zahlen a, a' stets emfuhriar wird. Wir wollen zeigen, daß 
dies auch dann noch der Fall ist, wenn an die Stelle von a und a' zwei 
ganz beliebige DilQEerenzensymbole treten, mit anderen Worten, daß eine 
Gleichung von der Form: 

<19) (5-« + (/>-«- («-«•) 

stets eine Lösung (| — S) besitzt. Wendet man nSmlich auf die linke 
Seite die Additionsformel (ü) an, so folgt zunächst: 



Nr. 1. § 12. Einführung der Null und der negativcii rationalen Zahlen. 65 


((l + /3)-(r + i3')) = (a-a0, 
(I + ^) + «^ = « + (1^ + ß') , 

| + (a' + /3) = r+(« + n 

und somit wiederum nach (la): 

(20) (|_|')..((a + |3')_(a' + ^)), 


also nach (,1a): 
anders geordnet 


und man erkennt mit Benützung Ton (P), S. 57 und Gl. (3), S. 58, daß 
das rechts stehende Differenzensymbol in der Tat der Forderung (19) 
genügt, 

Beneiclmet man also die Losung der Gleichung (19) nach Analogie 
unserer bisherigen Festsetzungen in folgender Weise: 


( 21 ) 

so ergibt sich für die Ausführung der hiermit angedeuteten SuhiraMon 
die Vorschrift: 

(IV) (a-ar)-(ß-ß') = {ia + ß')-{cc+ß)). 

Vergleicht man diese Formel mit der folgenden, unmittelbar aus der 
Definitionsformel (11) für die Addition herrorgehenden: 

(cc-a) + (ß—ß)== ((« + ^') — («' + ß )) , 


SO ergibt sich; daß auch die Beziehung besteht: 

(IVa) (a-a') - (a^a') + (/J'-jS), 


wonach also die Subtraktion zweier Diflferenzensymbole auf die Addition 
zweier solcher zurückgefuhrt werden kann und umgekehrt. 


§ 12. Einffthrang der Null und der uegatireu rationalen Zahlen. — 
Absoluter Betrag. — Die vier Spezies im Gebiete 
der rationalen Zahlen. 

1, Vermöge der Bereicherung, welche unser Zahlvorrat durch die 
Einführung der allgemeinen Dififerenzensymbole (a — a) erfahren hat, ist 
zwar die Subtraktion innerhalb dieses Zahlgebietes stets eindeutig aus- 
führbar geworden. Immerhin leidet das so geschaffene Zeiehensystem 
noch an einer merklichen Unvollkommenheit. Während nämlich im Palle 
a > a zum Ersatz aller gleichgeltenden Symbole (cc — a) ein einfackeres 

1) Man bemerke, daß als rechte Seite dieser Grleichuug im allgemeinm noch 
keins der bisher zngelassenen Bifferenzensymbole erscheint. Dies wäre nur dann 
der Pall, wenn «>-«', ^ > ß'i sodaß (a — a'), (/5— /?') positive rationale Zahlen 
vorstellen, d. h. wenn es sich um den bereits am Schlüsse von Nr. B erledigten 
Spezialfail der Subtraktion handelt. 

rriugsheim, Vorlesaxxgen 1, 1. ^ 
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Zeichen in Gfestalt einer bestimmten positiven rationalen Zahl vorhanden 
ist, so findet etwas ähnliches bis jetzt nicht statt, falls a ^ a. Es muß 
offenbar auch hier wünschenswert erscheinen, jeder Klasse von unbegrenzt 
vielen gleichgeltenden Symbolen entweder ein besonders einfacJi geratenes 
als B^äsentanten zu entnehmen, etwa analog der reduderten Form einer 
Eilasse gleicher Brüche, oder aber ihr ein neues einfacJieres Zeichen zul- 
zuordnen, welches dann die Bolle eines solchen Repräsentanten innerh^b 
des geordneten Zahlensystems zu übernehmen hätte. Die von uns anzu- 
wendende Methode beruht auf einer Kombination dieser beiden Möglich- 
keiten. Indem wir zunächst den erstgenannten Weg einschlagen, werden 
wir schließlich zu einer besonders einfachen und naturgemäßen Auswahl 
der für die nicht positiven Differenzensymbole einzuführenden Ersatz- 
zeichen gelangen, welche insbesondere die zwischen zwei Symbolen von 
der Form (a—tt) und {a — a) herrschende Symmetrie zu charakteristischem 
Ausdrucke bringen und überdies gestatten wird, auch noch die bisher 
nur für positive Zahlen erledigte Division (mit einer einzigen A usnahm e) 
den innerhalb des nunmehrigen Zahlengebietes stets eindeutig ausführ- 
baren Bechnungsoperationen hinzuzufügen. 

Anknüpfend an die Einführuugsart der redueierten Brüche (s. § 8, Nr. 2, 
S. 44), deren definierende Eigenschaft darin bestand, unter allen gleichen 
Brüdhen den Tdeinsten Zähler und Nenner zu besitzen, könnte man zu- 
zuujhst darauf ausgehen, unter allen gleichen Symbolen («—<t') (wo a'^u) 
dasjenige ausfindig zu machen, bei welchem sowohl u, als a eine mög- 
Udist Ueine Zahl isi Denkt man sich a und u' zunächst beliebig (nur 
a'^a) angenommen, so hat man nach § 11, DL (4), S. 58, falls s < «: 

(« — «') — ((«_«) — (a'—s)), 

und es ist somit ersichtlich, daß man zu jedem Symbole (a — a) iminftr 
solche angeben kann, bei denen a und cc durch Tcleinere Zahlmi ersetzt sind. 
Insbesondere wird der erste Bestandteil («c — c) mbegrenst verkleinert 
werden können, indem mau e immer naher an a heranrückeu läßt. Da es 
aber Tcme kleinste positive rationale Zähl gibt (s. S. 50), so erscheint die 
Existenz eines vollkommenen Analogons zu den reduzierten Brüchen zu- 
nächst ausgeschlossen. Dagegen würde man offenbar Aussicht haben, 
dieser Analogie möglichst nahe zu kommen, wenn man geradezu e « 
setzt: allein das auf diese Weise sich ergebende Symbol 

((«—«) — («—«)) 

gehört in Wahrheit nicht mehr vollständig dem bisher ausschließlich be- 
trachteten Typus an, da dasselbe als ersten Bestandteil nvM eine positive 
rationale Zähl, sondern das (allerdings schon in unseren Zohlvoirat auf- 
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genommene) Symbol (a — oc) enthält. Ehe wir dieses Ergebnis weiter 
verfolgen, wird es offenbar zweckmäßig sein, die Natur der in dem vor- 
liegenden Zusammenhänge gewissermaßen als Ersatz für die fehlende 
kleinste positive rationdle Zahl zum Vorschein kommenden Zahl (a — (jf) 
genauer zu untersuchen, ein neues einfaches Zeichen dafür einzuführen 
und durch passende Spezialisierung der definierenden Beziehungen (I) 
bis (IV) des vorigen Paragraphen die entsprechenden Rechnungsregeln 
festzustellen. 

2. Wie bereits am Schlüsse von Nr. 2 des vorigen Paragraphen be- 
merkt wurde, sind alle Symbole von der Form (a— cc), unabhängig von 
der Wahl der positiven rationalen Zahl a, einander gleich^ stellen also 
dieselbe ZaM vor. Für diese Zahl führen wir jetzt das neue Zeichen 0 
(j,Nu[P^ ein, wir definieren dasselbe also durch die Formel: 

(la) 0-(a-a)-=(/J-/S) = (y-y) , 

nnter a, ß, y, • " jede beliebige positive rationale Zahl verstanden. Die 
sonstigen Beziehungen dieser Zahl 0 zu den verschiedenen Elementen 
unseres gesamten Zahlvorrats (einschließlich der 0 selbst) sind alsdann 
durch die im vorigen Paragraphen eingeführten Definitionen (Ib) — (Ul), 
sowie der daraus hergeleiteten, die Subtraktion betreffenden Formel (lY) 
vollständig festgelegt und ergeben sich aus diesen, indem man ß' — ß, 
eventuell nach Bedarf auch, cc^a setzt. Man findet (mit Hinzunahme. 
der für die Addition und Multiplikation bestehenden Eommutativiint) auf 
diese Weise zunächst: 



Aus (Ib) 

(«— «') ^(ß — ß), jenacMem: a+ß^a'+ß, d.h. 


Aus (II) 



Aus (ni) 



Ans (IV) 

1 (« — €^) — (ß — ß) •“((« + /?) — («'+/!)) = («—«') 

1 («-«) -Oj-/r) -((«+/?') -(«+/3)) = (/j'-/j), 

^0 mit EinfShrung des Zeichens 0 (wenn wir in der letzten Gleichung 
der GleichfSzmigkeit halber noch («— «) und («' — a) statt (ß — /J) und 

(ß'- 

■ß!) schreiben): 

(Ib) 


(« — «*) ^ 0, je nachdem: a ^ 

^2) 


(«--«') -f 0 — 0 4- («—«') — (« — «'). 

(3) 


d 

II 

1 

.s 

o 

R 

o 

1 

n 

(4) 

1 

(«-«0-0 -.(«-«') 

0 — (a — «*) = (c' — ß) . 


5 * 
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Für den besonderen Fall li = a nehmen die Beziehungen (2) — (4) die 
Form an: 

( 5 ) 0 + 0 = 0 , 0-0 = 0 , 0-0 = 0 . 

Um sodann die Fälle a < k und a > schon äußerlich durch die Be- 
zeichnung zu trennen, woUen wir, wie bereits in § 10, ein für allem al 
mit (« 1 , «s), (ßußt) Zahlenpaare von der Beschaffenheit bezeichnen, daß 

sodaß man setzen kann: 

(6) (a* - «i) = y > (ßi — ßi)^^r 

wo y und S positive rationale Zahlen bedeuten. 

Setzt man dann zunächst in der zweiten der Gleichungen (4 ) « = ßj, 
«'= « 1 , so ergibt sich die Beziehung: 

(7) («j — ßj) = 0 — — «i) = 0 — y . 

Wir wollen dann schließlich, gleichwie die Null als Simnmtd (siehe 
Gl. (2)) keinerlei Einfluß übt und daher ohne weiteres weggelassen werden 
kaim, in dem vorliegenden Zusammenhänge sie gleichfalls unterdrücken: 
wir bedienen uns also für 0 — y der vereiirfaclden Schreibweise — y, so- 
daß also nunmehr unter der Voraussetzung ßj — «i == y, das Symbol (— y) 
öder auch, wo ein Mißverständnis ausgeschlossen erscheint^): — y (ohne 
Klammer) als der gesuchte Repräseittant aller gleichgeltenden Symbole 
(«1 — Oi) gewonnen wird. Jede solche Zahl (— y) (lies: minus y) wird 
als eine negative rationale Zahl bezeichnet und ist, wenn (ß; — ß^) = y, 
vollständig definiert durch die Beziehung: 

(8) = 

da ja («1 — « 2 ) auf Grund des bisher gesagten bereits eine wohldefinierte 
Zahl vorstellt. 

Durch Einführung von (a 2 “~«i) = y (^i “"^ 2 ^ =* (*~y) an 
Stelle von («—«') in 61. (Ib) — (4) ergeben sich für das Verhalten der 


1) D. h. wo keine Verwechslung des lediglich zur Charakterisierung der be- 
treffenden Zahl dienenden, mit dem Buchstaben y untrennbar verbundenen ,fVo 7 *~ 
zeidhens^'^ mit dem Operationszeiclieti der Subtraktion stattfinden kann (z. B. wenn 
man statt des Produkten a{—h) schriebe: a — b). Auch pflegt man eine direkte 
Kollision dieses Minuszeichens mit einem Operationszeichen zu vermeiden und 
schreibt demnach: 

« + (— « — (— b\ nicht: a 6, a l, 

2) Man hat also: 


— «s) = — — «l)- 
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positiven und negativen rationalen Zahlen zur NuU die folgenden Be- 
ziehungen: 



7 > 0 

y • 0 = 0 • y »0 
y — 0 = y 

O-y — (y) 


(—y) < 0 

("y) + 0 = 0 + (—y) = (—y) 
(-y) ■ 0-0 . (-y) = 0 

(_y)_0 = (-y) 

0 — (—?) = }'• 


Darnach gelten insbesondere die folgenden Sätze: 

Jede positive rationale Zahl ist größer, jede negative Tdeiner 
als NuU. 

Bas ProdiM aus einer positiven oder negativen rationeden 
Zahl und der Nidl ist NuU. 


3. Zwei Zahlen von der Form («j — Cj) — y nnd («i — «j) — ir~y) 
heißen entgegengesetzt. Will man den Gegensatz einer positiven Zahl y zur 
negativen {—y) besonders prägnant hervorheben, so schreibt man ge- 
legentlich auch (-j- y') oder + y statt y (s. z. B. Ungl. (10)). Anch bedient 
man sich zuweilen der Bezeichnungsweise (iy) oder bzw. (Ty) 
oder 7 y, um anzudeuten, daß in dem betreffenden Zusammenhänge so- 
wohl (4- y), als (— y) gewählt werden darf. Dabei hat man gewöhnlich, 
wenn mehrere solche Zahlen in einer Gleichung verkommen, durchweg 
das < obere oder durchweg das imtere Vorzeichen zu wählen. Da nach 
Gl. (II) des vorigen Paragraphen: 

(«s — «i) + («1 — «») = ((fi^ + «i) — («1 + «»)) — 0 , 

so folgt: 

(9) y + (_y) = 0. 


Ferner hat man wegen «i + A < a* + ft ohne irgendwelche Ein- 
schränkung: 

ßi)> 

anders geschrieben: 

(10) -y< + s, 

in Worten: Jede negative roHonede Zahl ist Meiner eds jede positive. 

Ist ferner: 


so hat man: 
anders geschrieben: 
und daher: 


(«i — “i)<(ft — A)> y<8, 

«* + ft < «1 + ft > 

«1 + ft > «s + ft 


(«1 — «,)>(^i-ft), d. h. —y> — S. 
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Durcli ZtLsammenfassung mit ÜngL [1] ergibt sich somit; wenn y <C 
die folgende Sukzession: 

( 11 ) -d<-y<0<y<d. 

Man bezeichnet die positive Zahl y auch als den absoluten Betrag der 
negativen Zahl (— y) und schreibt nach dem Vorgänge voll Weierstraß: 

( 12 ) \-Y\^Vy 

wo also das Zeiclien | — y | bedeutet: absoluter Betrag von ( — y). 

Einer unter Umständen zweckmäßigen GHeicbförmigkeit der Bezeicb- 
nung zuliebe ordnet man aucb der positiven Zahl y die nämliche Zahl y, 
der 0 die 0 als (ä)$duten Betrag zu, und schreibt demgemäß in Überein- 
stimmung mit der in (12) ein^fOhrten Bezeichnungsweise: 

(13) i + yl-y, lOl-ü. 

Jede Ton 0 yerschiedene rationale Zahl ist durch ihren absoluten Betrag 
cMein noch nicht bestimmt, dazu ist noch die Angabe „ihres Voreeichen^ 
erforderlich, d. h. die Angabe, ob sie eine positive oder n^aüve Zahl sein 
soll. Zahlen gleüAm Voreeidiens nennt man gleidibeseicknet 

Von zwei Zahlen mit ßeidiem absolvien Betrage sagt man, sie seien 
j/tbsoM genommen^ oder auch ^wnerisäif* gleich. Die analogen- Bezeich- 
nungen gelten für den Fall, daß eine der beiden Zahlen einen größeren 
(bzw. Meineren) cibsbluten Betrag besitzt, als die andere. 

Mit Benüianng der vorstehenden Terminologie hißt sich das oben 
gefundene auf die Sukzession der negativen Zahlen bezügliche Resultat 
folgendermaßen formulieren: 

Von emi n^atioen Zahlen istdiyenige die Memere, wdche den größeren 
dbsöhden B^ag hestM^) 

Oder auch, wenn man, wie häufig geschieht, die Bezeichnungen 
„kleiner^* bzw. „größer^' im Sinne dter Sukeession (11) noch ausdrücklich 
durch das Beiwort charakterisiert: 

Fon ewei negaHven Zahlen ist die numerisch größere die (dgdbraiseh 
Idmere (wahrend bei positiven Zahlen die Begriffe ntmerisdi und cdge- 
braiseh großer bzw. Meiner zusammenfsUen). 

4. Es bleiben noch die Regeln für das Rechnen mit negativen bzw. 
mit negaimen und passiven Zahlen zu erledigen, was offenbar lediglich 
darauf hinauslänft, die im vorigen Faragraphein für das Rechnen mit 


1) Wählend also die poettivm Zahlen gleichzeitig mit Qizen absoluten Be- 
trägen beständig -wachsen, nehmen die negativen bei -wachsenden absoluten Be- 
hagen beständig ab. 
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^ ’ l(-«) + i') ^ 1 — (i-r), 


Differenzensymbolen festgestellten Regeln in die neue Bezeichnungsweise 
zu übertragen. 

Addition. Man hat nach (II) : 

(«1-«^) + = ((«i+/Ji)-(«ii+A)) 

— ((«s + ßi) — («1 + ßo) (s. S. 68, Fnßn. 2) 
^ ^ ((«s - «i) + 0*8 - ßid (nach (11)), 

(14) {-Y) + i-S) (y + tf). 

Ferner folgt ans (IV a) (rackwärts gdesen) : 

(«» - «i) + 0*1 - Ä) («j - «i) - (Ä - ßi ) , 

also (wenn man noch die EommTitatiTiiSt der linken Seite, sowie ÖL (10) 
des Yorigen Paragraphen (S. 60) benutzt): 

wenn; y > d 
wmui: y<d. 

Daß die Addition wiederum TcommviaHv und assoeicMv ist, bedarf keines 
weiteren Beweises, da ja diese E4;oi>schaftmi fOr die zu Grunde liegenden 
Differenzensymbole ausdrQiddich festgestellt wurden. Das analoge gilt 
bezüglich der 'Obertragbarkeit der Addition auf eine beliebige Anzahl 
von Summanden. 

MvUij^ikaHon. Man hat, wie sich unmittelbar mit Hilfe der Defi> 
nition (Hl) ei^bt: 

(*i ~ <*i) 0*1 ~ /*i) “ (*^ “ “i) (ßt~ßd t 

alsoi 

(16)' (_y).(_d)^yd. 

Hieraxu speziell: 

(l(3a) (_l;.(_^)«d. 

Ferner fo^ aus (Hl): 

— — ((«i/*i+‘ 4A)— («^A+«i/*i)) (S.68,Fußn.2) 

-((»,-«,) (/*,-A)) 


d.h.: 

(17) 

Hieraus speziell: 
(17a) 


(-l).d--tf. 


1} Diese römisohen Zahlea beziehen sich durchweg auf die betreffenden For- 
meln des vorigen Paragraphen (S. hl, 65). 



72 


AbBChniit I. Eap. I. Die rationalen Zahlen. 


Nr. 4. 


Bezüglicli der Erbaltuug der fSr die Multiplikation cbarakteristiscbeiL 
önmdeigenscbaften und der Übertragbarkeit der Multiplikation auf eine 
beliebige Angiahl Ton Faktoren gelten die oben im Anschluß an die Ad- 
dition gema(diten Bemerkungen. Hier sei nur noch der folgende, zu- 
weilen nützlicbe Satz berrorgeboben, dessen Bicbtigkeit aus den Be- 
ziehungen (16), (17) leicht erkannt wird: 

J)as Prodvkt^eifier heliehigen Aneahl posiHvet' unä negaMver 
FaMoren w# positiv oder negativ, je naMem die Ansahl der «e- 
gativm Faldorm eine gerade oder ungerade ist. 

StibtriMm. Aus (IV a) ergeben sich die drei Beziehungen: 

(ttj — «i) — (ßi — — (of» “i) + (ßa ~ ßi) 

(«1 - «*) — (A — A) =“ («1 - «s) + O*! — ß») 

(®i (ßi A) “ (®i ®^s) "t" (ßi A) > 


also in unsere jetzigen Bezeichnungen übersetzt: 

(18) y — (-d)-3' + d, 

(19) (-y) - d = (-y) -1- (-d) (y + d) 

(d— y), wenn: 


(20) (_y)_(_d) = (-y)-}-d-d-y. 


|=(d-y;, 

\=-ry-( 


(nach Gtl. (14)), 
d>y 

■ (y ■“ ^)> ^ < y-^) 

Bmsion. Da die Dirision zweier positirer rationaler Zahlen bereits 
erledigt ist (§ 9, Nr. 2, S. 53), so bandelt es sieb nur noch run diejenigen 
Fälle, bei denen mindestens eine der beiden gegebenen Zahlen eine nega- 
tive ist, also um die Bestimmung einer ZsüL X, welche einer der folgen- 
den drei Gleichungen genügt': 

(a) (-y).Z-d, (b) d, (c) (-y).Z=-d, 

sodaß man nach Analogie der bisher benutzten Bezeichnungen zu- setzen 
lütte: 


(») I' 


Ein Blick auf die Multiplikationsformeln (16) und (17) zeigt, daß 
den beiden ersten Gleichungen nur eine negative, der letzten nur eine 
positive Zahl genügen könnte, sodaß es zweckmSßig erscheint, zu sub- 
stitniffl»n: 

in (a) und (b): Z = — |, in (o): Z = 

wo I eine wesentlich positive Zahl bedeutet. Hierdurch nehmen die obigen 
drei Gleichungen die folgmide Form an: 

(-y)*(-l)“d, y.(-|) d, (-y).| d. 


1) Vgl. die letzte der Fomeln (16). 
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Wendet man auf die linke Seite der ersten Gleichung die Formel (16) 
an und multipliziert die beiden anderen mit (— 1), so folgt mit Berück- 
sichtigung von (16a): 




also in jedem der drei Falle: 




1 = 


r’ 


somit in den beiden ersten: X = — 


£ 
y ' 


sodaB sich schließlich ei^ibt: 


im letzten: X 


£ 

7 ' 


( 21 ) 


(-d) 

7 


(-d) 

(- 7 ) 


£ 

7 


(— 7 ) 7 ' 7 7 

Als Resultat der fraglichen Division erscheint also in jedem Falle eine 
bestimmte rationale Zahl. Man erkennt auch leicht mit Hilf e des Satzes 
61. (11) des vorigen Paragraphen, daß es mr &m solche Lösung gibt. 
Beachtet man noch, daß nach [3]: 

yO-O, (-y)-0 = 0, 

so gewinnt man als Ergänzung zu den Gleichungen (21) noch die fol- 
genden: 

(22) ^ = 0. T-^-0. 


1 = 0 , 

7 ’ 


(- 7 ) 


Andererseits folgt aber aus 0 • (± y) = 0, daß keine positive oder nega- 
tive Zahl X existiert, welche der Gleichung genügt: 0 • X = ± d (wo d 

von Null verschieden). Somit ist die Division in dem vorliegenden 

Zahlengebiete mcmßhrba/r und das Symbol ist sinnlos. 

Man köimte dagegen zui^hst versucht sein, aus der Beziehung 
0*0 = 0 zu schließen, daß 0 sein müßte. Lidessen hat man ja 
auch für jedes von NuM verschiedene y\ 0 • (± ;/) = 0, woraus mit dem 
immlichen Rechte zu folgern wäre: y = Mithin hat auch das 
Symbol y bzw. die Division von 0 durch 0 keinen bestimmten Sinn. 

5. Durch die Yerein^ung der j^osHivm md negcdiven raHoncde/n 
ZaMen md der NuU^) entsteht das System der raHonoden ZtMen, dessen 
einzelne Individuen wir im folgenden durch große lateinische Buch- 
staben: Ä, B,G,’ ' • bezeichnen woUen. 

Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, daß das System der 
rationalen Zahlen ein geordnetes ist, d. h. daß nach bestimmten Yor- 


1) Man pflegt die NviR auch zu den ganten Zahlen zu rechnen. Doch nimmt 
sie offenbar innerhalb des Systems der ganten, geradeso wie in dengenigeu der 
rationalen Zahlen eine Sondeistellrmg dn. 
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schnfböa stets unzweideutig festgestellt werden kann, welcher der drei 

möglichen Fälle: ^ ^ 

® Ä<B, A^B, A>B 


in Wahrheit stattfindet 

Ferner sind die vier „roMondlen“ BetSmung&iperaMonm der Addition, 
Subtraktion, Multiplikation, Division oder, wie man kürzer zu sagen 
pflegt, die vier Speeies, mit einzigem Ausschluß der Division durch Ni^, 
im Gebiete der rationalen Zahlen stets eindeutig ausführbar. 

Wir knüpfen hieran zunächst noch folgende Bemerkungen. 

Sind A,£h^ndzweiTonNullTerschiedenerstionaleZahlen, sohat mau: 
^=.|.A1 oder 15| oder D- - |D| . 

Hiernach bestehen für die Summe A + B die vier Möglichkeiten: 

\A\+ \B\ 

-\A\+ |B1 = \B\-\A\ (8.G1.(15)) 

Ml + (-1^1)*= Ml -1^1 (8. GL (15)) 

-m + (-|B|)-=-(|41 + |B|) (8.GL(14)). 

Da ferner, wie unmittelbar erkannt wird: |— .A'| — |ul'j und daher 
AL| — |jB||, so bestehen für den absoluten Betn^ der 
Summe {A + B), also für die /ssoe» Möglichkeiten: 

Da die erste dieser beiden Zahlen offenbar die gröfiere ist’), so läßt sich 
die vorstehende Betrachtung in dmi folgenden Satz zusammenfassen: 

Der absolute Bebrag der Summe zweier von NuU verschiedener 
rationaler ZaJden ist Meistens gleich der Summe und minäesiens 
gleich der dbsdhd genommenen Differenz ihrer dbsduten Beträge. 
Der erste Wert wird erreieM bei gleichem, der zweite bei verseMe- 
denem VorzeiSwn der beiden Zahlen.*) 


1) bBsbesondeie bedeuten die Beziebungen: 

A<0 bzw. A>0 

soviel als: A ist negatio bzw. A ist positiv (s. Nr. 8, 8. 69, Ql. [IJ. 

S) Sind tt, ß zwei positive rationale Zahlen, so bat man, wenn 
0<« — (»<«<« + |J, 

|— wenn: «>ß 
1 /J — tt, wenn: « < /}, 

so folgt, daß in jedem Fidle: 

8) In dem oben ansgesohloeBenen Falle: A^Q bzw. £ 0,bat man offenbar: 
M + B|-1A1 + 1B|-11A1-|N|1. 


tuid, wenn « < 
Da nun: 



Kr. 6. 


§ 12. Absoluter Betrag. 
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Der auf den HSchstwext des absoluten Betrages bezügliche Teil 
dieses Satzes läßt sich offenbar (wie übrigens durch vollständige Induk- 
tion leicht bestätigt werden kann) auf eine beliebte Anzahl von Sum- 
manden übertragen, also; 

Der absolute Betrag der Summe idiä>ig vider rationaler 
ZoMen ist höchstens gleidi der Summe ihrer absoluten Beträge. 
Dieser Höchdwert wird dann und nur dann erreicht, wenn alle 
Zahlen gleichbeeeiehnei sind. 

Für die Differem zweier rationaler Zahlen gilt ein analoger Satz, 
wie der oben für ihre Summe ausgesprochene. Denn die vier für diese 
Differenz bestehenden Möglichkeiten, lühnlich: 

i^l- \B\ 

-\Ä\- \B\ (MI + 1J5I) (s.Gl.(19)) 

|JLl-(-lB|). (s.Gl.(18)) 

-|J[1~(-|B|) l^l-hl^l ^\B\-\Ä\ (b.GL(20)) 

sind von den oben für die Summe festgestellten nur durch die Anord- 
nung verschieden, und man findet: 

Der absolute Betrag der Differem swder von NvM verschts- 
dener ratmuder Zahlen ist höchstens gleich der Summe und min- 
destens gleich der ahsdui genommenen Differene fftrer absoluten 
Beträge. Der erde Wert wird erreieht bei versdiiedeaem, der eweite 
bei gleichem VbreeUhen der beiden Zahlen.^) 

Auch der auf den absoluten Betrag einer Summe beliebig vieler ra- 
tionaler Zahlen bezü^che Satz läßt in seinem ersten Teile noch eine 
Erweiterung in dem Sinne zu, daß an die Stelle beliebig vieler durch das 
Pluszeichen Verbtmdener Glieder solche mit nativem Zeichen treten 
können, ohne das betreffende Ergebnis zu alterieren. Dies leuchtet un- 
mittelbar ein, wenn man noch festsetzt, daß unter (— A) oder —A, wie 
dies bei posUioem Ä bereits der Fall isi^ stets (d. h. also schließlich: auch 
wenn A negativ ist) die zu A entgegengesetete*) Zahl verstanden werden 
soll AlailftTiTi läßt sich nämlich jede subtraktive Yerbindung A — B durch 
die additive A -f (— B) ersetzen, und man erkennt auf diese Weise ohne 
weiteres die Bichtigkeit der Beziehung: 

(S3) , |^±A±-±^lälAI + l^l + ”-+l4.l 

auch wenn das Zeichen ± so verstanden wird, daß in jedem einzelnen 

1) Ist A — • 0 bzw. B » 0, 80 liat man wiedemm: 

lA-Bl-|AH-|Bl-tf^l-lB||. 

2) D. h. A -f (— A) — > 0, 8. Nr. 8, Gl. (») dieses Paragraphen (ß. 69). 
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Grliede ganz nach Belieben das obere oder untere Zeichen gewählt wer- 
den darf. 

6. Da sich die rationalen Zahlen Ä, B Ton den absoluten Beträgen 
\Ä[, ]Bj nur durch das Vorzeichen unterscheiden können, so findet die 
analoge Beziehung zwischen den Produkten AB und |./I|*|j5| statt. 
Daraus folgt aber unmittelbar, daß 

(24) 


Da sich diese Schlußweise unmittelbar auf eine beliebige Anzahl von 
Faktoren übertragen läßt^ so gilt also der Satz: 

Der absoltäe Betrag eines Produktes beliebig vieler rationaler 
Zahlen ist gleich dem Produlde ihrer absoluten Beträge. 

Daraus folgt; daß der absolute Betrag eines solchen Produktes, falls 
keiner der Faktoren Null ist, eine bestimmte positive Zahl sein muß. 
Mithin ergibt sich umgekehrt; 

Ist ein Produkt gleich Null^ so muß mindestens einer der 
Faktoren Null sein. 


JB B 

Ersetzt man in GL (24) B durch ^ und beachtet, daß A • 


so folgt zunächst: 
und daher: 


\B\^\Ä\- 


5 

A 


(25) 
d. L 


B 

A 



9 


= 5 , 


der leireffenden absoluten Beträge. 

Schließlich mögen hier noch die folgenden Ungleichungen angemerkt 
werden. Ist: 

(26) B<B' bzw. B>B', 

so hat man auch: 

(27a) AB<AB' bzw. AB>AB', fäUs A>0. 

Dies folgt unmittelbar aus § 11, Formel (17), S. 63 (wenn daselbst gesetzt 
wird: (a — Q3 — /3')=-J5, {ß^ — ß^') B'. B und B' können 
dabei ganz beliebige, auch yerschiedene Vorzeichen besitzen). 

Dagegen ergibt sich aus (26) (nach. Formel (18) a. a. 0.): 

(27b) AB>AB' bzw. AB<AB', fäUs A<0. 

Es gilt also die Hegel: MMpUeiert man wgmdeme Ungleielwng gwischm 
rodAonaden ZcMen mit mner negaHoen raUoncden ZcM, so ist das Zmdh&i <C. 
dur(di das ZeAd^en > eu ersetzen und umgdtehrt. 
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Insbesondere folgt ans den Voraussetzungen (26), wenn man — 1 
setzt, daß: 

(28) bzw. -B<-B'. 

Sind B und B' gleich bezeichnet, sodaß also BB' > 0, also auch 
> 0, so folgt durch Multiplikation von (26) mit — , : 

J5' B' ^ B ’ 

anders geschrieben: 

(29a) ■W>i^ 

Sind dagegen B und B' ungleich bezeichnet, also < 0, so «er- 
gibt sich auf dieselbe Weise (wie übrigens auch unmittelbar aus dem 
Umstande hervorgeht, daß jede negative Zahl kleiner ist als jede positive): 

(29b) i<W 

§ 13. Potenzen rationaler Zahlen mit ganzzahligen Exponenten. 

1. Bedeutet Ä eine beliebige rationale^ n eine natürliche Zahl^ so 
wollen wir für das Produkt aus n gleichen Faktoren Ä die abgekürzte 
Bezeichnung einführeu: (in Worten: Ä hoch n oder A zur so- 

daß also dieses Zeichen A^ definiert ist durch die Beziehung: 

( 1 ) A^^A-A^^^A. 

n noial 

Die Zahl J.” heißt alsdann die Potenz von A^ während A in diesem 
Zusammenhänge als BasiSy n als Exponent der betreffenden Potenz be- 
zeichnet wird. Die 1^® Potenz von A ist offenbar als identisch mit A zu 
definieren. Die 2^, 3*® und 4*® Potenz werden auch Quadrat, Ktibus, 
Biquadrat genannt. 

Auf Grund der obigen Definition^) ist die Potenz mit positivem 

1) Bei dieser Definition wird von vornherein von dem Begriffe der Anzahl 
Gebrauch gemacht. Die Potenz erscheint dabei als Ergebnis einer n mal wieder- 
holten Multiplikation, analog wie man ja auch die Multiplikation einer natür- 
lichen und sogar einer beliebigen rationalen Zahl mit einer natürlichen Zahl n 
als eine n mal wiederholte Addition desselben Summanden hätte definieren können. 
Andererseits läßt sich auch die Potenzierung analog wie die Addition und Multi- 
plikation Öhm Benutzung des Anzahlbegxiffs definieren, nämlich durch die An- 
fangsgleichuug: 

^ A 


und die Rekursionsfonnel: 
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(und; 'wie sich weiter un'teii zeigen wird, auch mit negatirem) gatui- 
etMigm Exponenten nicht das Ergebnis einer neuen Rechnungsoperatioii; 
sie gehört 'vielmehr durchaus noch dem Kreise der vier Spezies au. Sie 
fOhrt erst zu einer nez/m Bechnungsoperation, sobald man auf Grund ge- 
eigneter Festsetzungen auch nicht-gmze Zahlen als Exponenten zuläßt. 

Ist m eine zweite natfirliche Zahl (die e'ventuell auch n sein darf), 
so hat man: 

m mal n mal 
= A‘ A‘ A’ • • A- A 
(m + n) mal 

und findet auf diese Weise die fär das Bechnen mit Potenzen und für 
die weitere Ausbildung des Fotenzbegiiffes grundlegende Formel: 

(2) .A"- J.“ — A“-*-". 

Durch Ausdehnung dieser Formel auf das Produkt einer beliebigen An- 
zahl Qc) von Potenzen mit den Exponenten Mj, ' * *> % mrgibt sich die 

(3) . A"* = 

und; wenn man sodann sämtliche Exponenten einander gleich; etwa » » 
setzt; sodaß die linke Seite in die Potenz von A.” fibergeht: 

(4) (A’')*«A"*. 

Da der E3^ouent nk ron der Beihenfolge der Zahlen n und k unab- 
hängig isi^ so findet man weiter: 

(4a) (A*)" ■■ A*" " A"* «= (A")*. 

Bedeutet auch B eine beliebige rationale Zahl, so hat man auf 
Grund der Definition (1) zunächst: 

A* • B* A‘ A' “A- B-B‘‘-B 
n mal n mal 
- (AB)- (AB) •••(AB) 

»mal 

und somit: 

(5) A*.B»-(AB)«. 

Ersetzt man in dieser Formel B durch und beachtet, daß auf Grund 
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der Definition (1) und der Multiplifcationsformel für Quotienten ratio- 
naler Zahlen (vgl. § 9 am Sclilusse, S. 53) die Beziehung besteht: 

so folgt: 

(«•) ^-ar- 

Die Operation des Potenzieiens ist nicM assozioMo, wenn man mit 
diesem Ausdrucke die Oleichlieit Ton (a™)“ und bezeiclmen wollte. 
Denn nach OL (4) hat man: (a™)” = a”'” und andererseits^): 

mn < jw* 

mit folgenden Ausnahmen: » = 1 und m » n =» 2, in welchen Fällen: 

mn — «»*, 

und «M — 1, n > 1, in welchem Falle: 

mn>m*. 


Ebmiso wenig ist das Potenzieren eine hrnmutaUve Operation. Dies ist 
solange selbstrerslSndlich, als die Auswahl der Ea^aonentm auf nodmUcM 
Zahlen beschrankt bleibt, wahrend für die Base» von Tomherein hdi^fige 
raüondle Zahlen zngelassen wurden, kommt jedoch bereits vollständig 
zum Ausdruck, wenn man auch fOr die Basen nur natürliche Zahlen in 
Betracht zieht. Es läßt sich lülmlich zeigen, daß mit Ausschluß der zwei 
speziellen Fälle a °° 2 und m >> 3 oder m 4 stets: 

(7) a” > w* fär: t» > a > 1 . *) 


Zum Beweise müssen wir die erst im folgenden Paragiaphen abzu- 
leitende C^’ heranziehen. Dar- 

nadi ist: 



, , a 1 , a(a-l) /1\* , o(o-l)(a-2) /1\» , 

1*8 ’U/ 1-2. 8 ‘U/ 

a(a-l)...8-l /£\« 

‘•f i.g...« \a/ 


<i+T + r^ 


1 . 2*8 


+ 


1*2 


< 2 + (y + p + '- • +g^) — 2 + (l— j5=t) 

<3 


1) VgL Nr. 8, S. 82, Pnßn. 2. 

2) Der Fall a » 1 seheidet selbstrerstSndlich von vornherein aus, da für 
jedes m'^ li 


1”» «= 1 < m. 



so Abschnitt 1. Eap. I. Die rationalen Zahlen. Nr. 2. 

und daher durch Multiplikation mit o“ und Anwendung der For- 
mel (5): 

Die Formel (7) gilt also zunächst für o^3, m = a-{-\ und kann 
unter der erstgenannten Voraussetzung durch voUständige Induktion 
leicht a%emein bewiesen werden. Angenommen nämlich, man habe für 
irgendein » ^ 1 : 

so folgt: 

(a -1- (n -f 1))“ - (ffl -f «)“ • (1 + 

< 0«+« • (1 + - o» • (a -I- 1 )» 

< o" . =• 

womit die Allgemeingültigkeit der Formel (7) für a ^ 3 bewiesen ist. 

In dem noch übrig bleibenden Falle a = 2 hat man zunächst: 
28^8, 3® = 9, also: 2®<3S 

2* = 16, 4® = 16, also: 2* = 4®, 
die beiden oben erwähnten Ausnahmefälle. Dagegen ist: 

25 = 32, 5® = 25, also: 2» >5®. 


Ist nun für irgendein »i > 4: 


so folgt: 


jw® < 2®, 




< 2 »»® < 2 ■ 2 " = 2 ”*'*‘^, 


d. h. die Formel (7) gilt auch im Falle o = 2, sofern nur m^ö. 

2. Setzt man in der E[auptformel (2) w -f « = also » = «'—»«, 
so folgt zunächst: 

(»»'>»/) 

und hieraus, weim man wieder n statt n’ schreibt, durch Division 
mit A”': 

( 8 ) («>»»)■ 

Da die rechte Seite dieser Formel auch für m^n einen Sinn behält, so 
wollen wir festsetzen, daß sie in diesen Fällen als Definition der linlcen 
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gelten soll. Darnacli ergibt sich also für m^n als Definition von AP: 
(9) 

sodann für m > n zunächst; 





_ 1 
— j^m-u 


und daher, wenn man (wo w'> 0 ) setzt: 

Man erkennt leicht, daß auf Orund dieser Definition die Potenzen mit 
negaümi ganzzahligen Exponenten denselben Bechnnngsregeln genügen 
(insbesondere den in den Formeln (2), (4), (5) enthaltenen), wie die- 
jenigen mit positiven ganzzahligen Exponenten. 

So folgt zunächst ans GL ( 8 ) mit Benützung der Definitionsglei- 
chung (10) als Analogon zu Formel ( 2 ) : 

( 2 a) = 

und als weiteres Analogon: 


( 2 b) 


A-« • AL-“ 



1 


1 

^m+« 




Ferner ergibt sich: 


(4bj 

(4c) 

(5a) 


J 'A."/ A«* 


^ J-nk 


{ 




(A-»)-* - (±y = (A»)‘ - A»* = . 


3. Bedeutet a, wie bisher, eine positive rationale Zahl, also (— cc) 
eine negative^ so hat man offenbar: 

( 11 ) (—«)*’" « a**", dagegen: (— 

also speziell: (— 1 )**“ « + I 7 (— =» — . 1 . 


1 ) Dabei ist ausdrücklich Torauszusetzen, daß A von NuU versehiedm ist. 
Während nämlich die Definitionsgleiohung (1) auch noch für .d ^ 0 ihren Sinn 
behält und demgemäß unbeden^ch 0*^ » 0 zu setzen ist, so wird Gl. (6) im Falle 

=» 0, mit Rücksicht auf die Unmöglichkeit der Dmsion durch NuU, sinnlos. 
Dasselbe gilt somit von der daraus gezogenen Folgerung (9), und das Symbol 0^ 

entbrfjrt daher geradeso eines bestimmten Sixmes, 'wie das Symbol 

2) Auch hier selbstverständlich mit Ausschluß von A » 0. 

Pxingilielm, Vcnrletiugttn 1, 1. 


6 
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Nr. 8, 


Ist j8 > «, « > 0, so hat man ofPenhar: 

(12) jS" > a", md umgeMirt. 

Ist a > 1 , so hat man: 1 < « < < n* usf., allgemein: 

(13a) «" > a“, wenn n^m, und wmgekeh-t. 

Dagegen ist offenbar im Falle <k < 1 : 

(13h) wenn n>m, und umgMirt.^) 

Es nehmen also die Potenzen eines positiven unechten Bruches mit 
wachsendem Exponenten n beständig zu, die eines echten Bruches be- 
ständig ab. Daß diese Zu- bzw. Abnahme bei unbegrenzt wachsendem n 
selbst eine unbegrenzte ist, erkennt man am leichtesten mit Hilfe der 
auch sonst häufig benutzten Ungleichung: 

(14) (1 + 5)« > 1 + nS (d >0, »^2), 

deren Bichtigkeit aus dem im nächsten Paragraphen herznleitenden sog- 
binomischen Satze folgt, jedoch auch leicht durch vollständige Induktiojo. 
direkt bestätigt werden kann. Angenommen, TJngl. (14) gelte für irgend- 
ein bestimmtes n, so hat man: 

(1 -1- d)*+^ > (1 + nd) (1 -1- d) = 1 -H (» -H l)d -1- nd* 

>(H-(n-t-l)d). 

Da nun: 

(1 -1-d)* = 1 -H 2d + d* > 1 -f- 2d, 

so ist damit die AUgemeingfiltigkeit von Un^ (14) bewiesen. 

Darnach hat man, falls « > 1 : 

(15) a«-.(l-f(«-l))*>l-f- «(«-!)*), 

1) Aus 

/}• 9= «» bzw. y" jr“ (wo 

folgt also stets: 

ß SB tt bzw. Hb* m. 

2) Ist a ^ 8, n ^ 2, so hat mau auch: 

et’* >• ««, 

nur ixu Falle a «=> 2, n » 2 : 

mm na. 

In der Tat findet man fOz n ■« 2 : 

2* SS 2 -2, dagegen: a* <» a • et > 2 • a, wenn: «>2. 

Ist sodann n > 8, so folgt: 

«* ==> et"“^ • « ^ 2*~* • et > w« 

(da nach Gl. (18): 2"“^ > 1 -f (» — l) = «). 
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sodaB also a" eine beliebig gi*oß Torzuscbreibende positive Zahl g sicher 
übersteigt, -weim 1 + »(« — 1 ) ^ < 7 , d. h. wenn n ^ 

Das entsprechende Resnltat für den Fall a<,l ergibt sich unmittel- 
bar, wenn man setzt: « “ ^ ("wo a'>l) nnd sodann auf u das soeben 
gewonnene Ergebnis anwendet. 

§ 14. Der Mnomische Satz fftr positiye ganzzaUige Exponenten. 

1 . Es seien A, B zwei beliebige rationale Zahlen, « eine natürliche 
Zahl Dann Bßt sich offenbar (A+S)*, d. h. die Potenz des ^inom^‘ 
- 4 - .B, als ein Produkt von n Faktoren (A+S), dnrch AnsfÜhrong der 
geforderten Multiplikation mittels des distributiven Verfahrens in eine 
Summe umformen, deren einzelne Glieder Produkte der Form A*B‘ sind. 
Es handelt sich darum, für das Bfldungsgesetz dieser Summe eine Formel 
abzuleiten, welche gestattet, für jedes einzelne n (d. h. » <=> 2 , 3, 4, • • •) jene 
Summe sofort anzuschreiben. Die fragliche Formel wird dn.t«i als der 
tinMimche Sats (sc. für positive ganzzahlige Exponenten) oder auch als 
die Newtonsche Formd bezeichnet. 

Um die Aufgabe noch etwas zu verein&chen, hat man: 

( 1 ) 

sodaß es im wesentlichen nur auf die Herstellung einmr Formel für die 
Potenz ankommt. Schreibt man zur Vereinfachung der Be- 

Zeichnung statt -j- vorläufig A, so findet man zunächst: 

(1+Äf~l + 2A + A* 

(1 + A)» - (1 -h 2A-f A*)C1 + A) 

— 1 -1- 3 A -1- 3A* + A* usf. 

Da bei jeder weiteren HrhShung des Exponenten um 1 zu dem bereits 
gewonnenen Ausdruck immer wieder der i^ktor (1 + A) hinzutriti^ so er- 
kennt man durch voDsiandige Induktion, daß für (1 -f- A)* eine Bezidmng 
von folgender Form sich ergeben muß: 

(2) (1 -I- A)» - 1 -1- <Ji A^ + c,A» -I- . . . -I- c._iA»-i -H c,A», 

wo 0 ,, ’ • >, e^_i, e, oder, wie man si^ die KoeffUnenlen der einzelnen 
Potenzen A\ A*, - • •, A’‘~\ A" positive gerne Zahlen sein müssen (ins- 
besondere, wie unmittelbar ersichtlich, — 1 ). Una diese ga nzzahli gen 

6 » 
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Abschnitt I. Kap. 1. Die rationalen Zahlen. 


Nr. 1. 


Koeffizienteii zu ermitteln, hat man offenbar nur abzuzähleu, wie oft bei 
Ausführung des Produktes: 

n mal 

jede der Potenzen A” vorkommt. Diese Abzählung wird merk- 

lich erleichtert, weim wir zunächst statt des obigen Produktes au§ n 
gUickm Faktoren ein analog gebildetes aus n verschiedenen Faktoren be- 
trachten, etwa: 

und sodann die Ausföhning der Multiplikation in folgender Weise an- 
ordnen. 

Wir entnehmen zunächst jedem der n Faktoren den Bestandteil 1, 
woraus für das Gesamtprodukt ein Betrag 1" 1 resultiert; sodann dem 

ersten Faktor den Bestandteil A^, allen übrigen wiederum die 1, ebenso 
dem zweiten Faktor den Bestandteil Ag, allen übrigen wiederum die 1, usf. 
bis zum «*“ Faktor: hieardurch wird also zu dem Produkte der Beitrag 

jig -h Ag -f- • • • -+- 

geliefert. Der nächste Beitrag wird in der Weise hergestellt, daß wir aus 
je zwei Fahren die betreffenden A berücksichtigen, ans allen übrigen 
wiederum die 1: derselbe hat also die Form: 

A^A^ +AiAf -!-•••+ AiA^ -f- Ag Aj -f- • • • -f AgAn + • • • + A„_j A^. 

Der folgende Beitrag besteht daun aus einer Somme Ton Gliedern aus je 
drei Faktoren A mit dem Anfangsgliede Aj^AgAg usf. — der letzte aus 
dem einzigen Gliede A^Ag • • • J.„. Auf diese Weise eigibt sich: 

(3) + HA 

+ A^Ag -I- A A -i H A-i A 

+ AAA + A AA H H A-jA-1 A 

+ 

-f-'AA---A* 

Man bemerke, daß gleichwie die erste Zeile auch jede folgende lauter 
verst^ieäene Glied» enthält, nämlich solche Produkte, deren Faktoren 
nach steigmden Indizes geordnet sind, sodaß z. B. neben dem Gliede A A 
nicht mehr das Glied AA Auftritt, ebenso wenig neben AAA ^och 
irgendein andmres aus äenselbem drei Faktoren in anderer Anorchinng ge- 
bildetes Glied. Andererseits kommt aber auch in der zweiten Zeile jede 
mSgliohe Verbindung von der Form AA; ^ möglichen Zahlen 



Nx. 2. § 14. Der binomische Satz positive ganzzahlige E^onenten. 


85 


1, 2, • • •, w — 1, l alle mogliclieu Zahlen 2, 3, • • •, n vorstelli und J<Z, 
•wirklich vor, ebenso in der dritten Zeile jede Verbindung von der Form: 

(wo: k=l,2,“-,(n—2)j l = = usf. 

Man bezeichnet die in dieser Weise charakterisierten Verbindungen der 
• • • als Konibmctiimen der n Elemente A^, • • •, und zwar 

diejenigen der zweiten, dritten, • • •, Zeile als solche eimter, 
d/riüer, • • •, n*** Klasse, schließlich der GleichfSrmigkeit der Bezeichnung 
zuliebe die einzelnen Elemente Ag, ■ * •, als Kombinationen erster 
Klasse. 

Nun geht offenbar das Produkt P, in die Potenz (1 + -d)" über, 
wenn A^, Ag, "‘,A^ sämtlich durch A ersetzt werden. Und zwar liefert 
die erste Zeile der rechten Seite von GL (3) außer .dem Gliede 1 lauter 
Glieder A\ die zweite lauter Glieder A?, ^e dritte A?, * • die »*• JL". 
Die in GL (2) mit c^, Cg, • • •, bezeichneten ZahlenkoeEfizienten sind 
daher identisch mit den AmgcMen der Kombinationen 1*“, 2*", — , 
Klasse von n Elementen Ag, Ag, • • •, A^. Wir gehen daher jetzt darauf 
aus, diese Anzahlen zu bestimmen. 

2. Es erscheint zweckmäßig, der Losung der eben bezeichneten Auf- 
gabe die folgende Hil&betrachtung vorauszusehicken. 

Es seien n „Elmmtd^ Ag, ALg, A„ gegeben: darunter kann man 
sich, wie in dem zuvor betrachteten Zusammenhänge, rationale Zahlen, 
aber auch ganz beliebige Dinge rorstellen, von denen nur soviel fest- 
steht, daß sie in eine bestimmte dwrcA laufende Nummern („Indizes'') ge- 
kennzeichnete BeihenfcHge gebracht sind. Durch Abänderung dieser Reihen- 
folge lassen sich dann mannigfache andere Anordnungen herstdlen, deren 
jede, •wie schon in § 3 (S. 16) für natürliche Zahlen als Elemente be- 
merk wurde, mit Einzunahme der ursprünglich g^ebenen als rine Per- 
mutaHon jener n Elemente bezeichnet wird. Wir bdiaupten nxm: 

Die AmaM oder möglichen PermwtcMonen von n Elementen ist,' 

1 . 2 • 3 • • • », häreer gesdvridm: n\ (sjtr. n-FdkuÜat). 

Beweis. Es werde die Ananbl der Penuutationen von Te Elementen 
2, 3, •’•) mit Pg bezeichnet. Fügt man ü^ndeiner Permntation 
von Tt Elementen Ag, Ag, • • •, Ag ein weiteres Element hinzu, so 
kann man diesem innerhalb der vorhandenen Anordnung k-(-l verschiedene 
Platze auweisen: am Ende, zwischen je zwei Elementen oder am Anfang . 
Somit werden ans einer eins^en Permutation von h Elementen beim EQn- 
zntreten eines weiteren Elementes k -{- 1 versäüedene Permutationen von 
(k -|- 1) Elementen erzeugt, ans aUm Pg Penuutationen von k Elementmi 
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also jPj, (Jfc 4“ 1) Permutationen der (Ä + 1) Elemente und damit offenbar 
alle überhaupt mögliohen. Darnach besteht die ßekursionsformel: 

Ä+i -Ä- (*+!)• 

Setzt man hier der Reihe nach 4 =«» 1, 2, ■ • (n — 2), (n — 1), und be- 

achtei^ dafi so ergeben sich die Beziehungen: 

ft-1.2, •••, i>,_i =!>,_» *(»-1), Pn~"Pn-l-^ 

und hieraus durch Multiplikation: 

Pa-Pz“ ’P,-i -jp, — 1 • 2 • 3 • • • («— 1) • M • ft • • • ft_s • ft _i , 
also schlieBlich: 

ft=-l - 2 'S- ••» = «!, 

womit die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. — 

Es verdient hervorgehoben zu werden, daß diese Permutationszahlen 
mit der An^iabl der Elemente ganz außerordentlich schnell ztmehmen. 
Man findet z B.: 

2! -2, 31 = 6, 41-24, 51 = 120, 61-720, 71 = 5040, 
81-40320, 91 = 362880, 101 = 3628800 ust 

Es lassen sich also ans nur 10 Elementen schon mehr als drei und eine 
halbe Million Permutationen büden. Nimmt man als Elemente etwa die 
Ziffern 0, 1, 2, • • •, 9, so wOrden sich bei Anwendung des ziemlich 
kleinen Ziffetndruckes, wie ihn die gebiSuchlichen siebenstelligen Loga- 
rithmentafeln aufweisen, auf. einer Druckseite in 5 Spalten und 60 Zeilen 
300 solcher Permutationen unterbringen lassen. Jene 101 Permutationen 
würden daher 12096 Druckseiten, d. h. 20 recht stattliche Bände von 
rund 600 Seiten füllen. 

3. TJm zunächst die Anzahl aller möglichen Kombinationen 2*" Eiasse 
von n Elementen zu bestimmen, verfahren wir folgendermaßen. Die An- 
zahl aller paarweisen Yerbindungen, die sämtlich mit emm beliebig 
herausgegtiffenen der n Elemente anfängen, ist offenbar 1). Da man 
aber als Anfangselement der Reihe nach jedes der n Elemente benützen 
kann, so kommen auf diese Weise ün ganzen — 1) Yerbindungen zu- 
stande. Diese sind aber keineswegs durchweg KondmaHonen im Sinne 
der oben gegebenmi Definition. Denn außer wird bei dem obigen 
Yer&hren offenbar auch eräugt und allgemein, außer AjAi, wo 
Ä<l, auch Unter den erzielten n(» — 1) Yerbindungen gehört 

also nur genau die JEßdfle dem Typus der EombimHotm an, die Anniftbl 

der letzteren ist somit' • 

1 • 2 
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Diese Betrachtimgsweise laßt sicli leicht auf die Kombinationen 
einer beliebigen, etvra Klasse übertragen. Bildet Tnau auch 

hier zunächst wieder alle überhaupt möglichen Yerbindui^en, ebna Büok- 
sicht darauf, ob die Elemente nach steigenden Indizes geordnet sind, so 
hat man jedesmal Tt Plätze zu besetzen, wobei zur Besetzung des turnen 
Platzes alle n Elemente zur Verfügung stehen. Für die Besetzung des 
jiweiten Platzes bleiben dann noch (»— 1) Elemente übrig, sodaß für die 
Besetzung der leiden ersten P^tze im ganzen n(»— 1) Möglichkeiten 
existieren (bis hierher verläuft natnigemäß alles genau so, wie in dem 
zuvor betrachteten SpezialfaUe h 2). Nun kann man aber offenbar in 
derselben Weise weiter schließen. Für den driüen Platz bleiben allemal 
nodi (» — 2) Elemente verfügbar, sodaß also für die Besetzung der ersten 
drei Plätze «(n — !)(«— 2) Möglichkeiten sich ergeben. Für jeden fol- 
genden Platz nimmt die Anzahl der verfügbaren Elemente jedesmal um 1 
ab, für den hat man, da für die vorangdxenden (^—1) Plätze schon 
(Jk— 1) Elemente verbraucht sind, nur noch (» — (ä — 1)) = (n — i-l-l) 
Elemente zur Auswahl Die Anzahl aller überhaupt möglichen Verbin- 
dungen von Je Elementen ist also 

»(» — 2) • • • (n — Ä -i- 1) . 

Wählt man unter diesen irgendeine nach steigenden Indizes geordnete, 
also eine Kombinaiion im Sinne imserer Definition, so finden sich, da ja 
bei dem eingeschlagenen Verfahren äUe ub&rhmpt wiöjrltcAen Verbindungen 
von "k Elementen zustande kommen müssen, in der Gesamtzahl der vor- 
handenen Verbindungen auch die sämtlichen FermMionen jener einen 
Verbindung. Da die Anzahl der Permutationen von It Elementen %! isi^ 
so zerfällt also die Gesamtmenge der Verbindungen in Gruppen von je hl, 
unter denen sich immer nur eine einzige KomMnatim befindet. Man hat 
also, um deren Anzahl zu bestimmen, die oben angegebene Gesamtanzabl 
der Verbindungen noch durch Jil zu dividieren und findet somit 

w(n — 1) • • • (n — Ä + 1) 

1 . 2 • ■ • i- 

als ÄngaM der Kombinalionen gur Klasse von n JElemenJen.^) Die 
zunächst unter der Voraussetzung ^>2 abgeleitete Formel stimmt selbst- 
verständlich mit der für % 2 bereits gefundenen überein, gilt aber auch 

1) Aus der Herleitong folgt, daß ein Quotient von der Form; 

9t(n — 1) • • • (a “ Ä ^ 1) 

1 * 2 • • • Ä 

stets eine gante Zahl sein muß. Dies l&ßt sich fibrigeuB auch auf sahlentiieore- 
tisohem Wege direkt best&tigen. 



88 


Abschnitt 1. Eap. 1. Die rationalen Zahlen. 


Nr. 4. 


noch im Falle % ■>=> 1, wenn man beachtet, daß dann der erste und letzte 
Faktor sowohl im ZEhler, wie im Nenner zasammenfallt, der obige Ans* 

druck sich also auf den einen Faktor y reduziert.^) 

4. Wendet man dieses Ergebnis auf die in Nr. 1 anfgestellte Be- 
ziehung an: 

(1 + A)* =- l + CiA + • -I- + ■ • . -1- + c„A”, 

so ei^bt sich nach dem am Schlüsse von Nr. 1 gesagten, daß: 

^ ^ n(M — 1) , n(n — — Ä+1) ^ i 

<1— Y» ■•'7 ct- 1.2...Ä f •“> ‘'«-1— i> — 


sodaß also die gesuchte Entmcklung nunmehr folgendermaßen lautet: 
(4) = + + 

• • + Y*-4"“^ + A», 


w(n_l)...(w— t-f- i) _ 

1 • 2 • • • Ä 


Die Zahlen Ton der Form ~ Äs = 1, 2, • • •, n), 

welche zunächst als Kombinationsanzahlen auftraten, werden wegen des 
Torliegenden Zusammenhanges gewöhnlich BinomidOmffiei&dm genannt 
und von uns mit (n);^ oder, wo ein MißTersiandnis ausgeschlossen er- 
scheint, mit % bezmdhnet.^ Es ist also definiert durch die Formel: 

( 6 ) 


1) Der Weit — resultiert aach fiir & = n — 1, wegen: 


Für SS* « wird: 


n * (n — 1) - • . 2 n 
1 . 2 . . . (n — 1) T 


w ■ (n — 1) 


1*2 


1 . 


Tgl, weiter unten Gl. (6) und (6). 

2) Man findet häufig auch die Schreibweise: 

(spr. n über h). 

3) Es besteht also die Eekursionsformel: 

n-JH-l 


Wk « Wife- 


1 
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Fügt man noch die Faktoren (»— Ä:)(« — /i— l)*«-2-l zu Zähler und 
Nenner hinzu so nimmt (»)j, die Form an: 

(o ®') Wi “ = 1, 2, •••,(» — 1)). 

Da hieraus sich ergibt: 

(öb) 

so folgt, daß: 

(6) («),-* = («)i, 

d. h. zwei Binomialkoe^zienten, die vom Ende und vom Anfang der Ent- 
wicklung (4) gleichweit abstehen, sind einander gleicL 

Da die rechte Seite von öl. (6) auch noch für ä = » einen Sinn 'be- 
hält (man hat ja (»)„ == 1), so kann sie zur Definition von (ä)^ dienen. 
Man findet auf diese Weise: 

(7) Wo = («)„=l, 

was der Tatsache entspricht, daß der Koeffizient von J.** in der Entwick- 
lui^ (4) den Wert 1 hat und somit mit demjenigen von Ä’‘ überein- 
stimmt. Man kann hiernach die Entwicklung (4) auch in folgender Weise 
anschreiben: 

(8) (1 +ÄY = («), -h in\A -h • • • -f J.»-' -f- (n),AL* 

Übrigens läßt sich auch die Brauchbarkeit der Formel (5 a) auf den Fall 
% — » ausdehnen, wenn man das bisher noch nicht eingeführte Symbol 0! 
ausdrücklich definiert durch die Formel: 

(9) 01-1,») 

eine Festsetzung, die sich auch späterhin für die Erzielung möglichst 
symmetrisdier und einheitlicher Bezeichnungen als zweckmäßig er- 
weisen wird. 

Eine für die Binomialkoeffizienten charakteristische und zuweilen 
nützliche Belation ergibt sich noch in folgender Weise. Nach (8) hat 
man, wenn » durch (»-f 1) ersetzt wird: 

(10) (1 -I- J,)“+i - (n + l\ + (n^ + • + (n+ 1),^^ + • • 

" + (» -f 1)»^" + (« + ^ 

1) Da n — Ä 0 -würde, wem Jc^n^ ao ist Wer zunächst k höchstens 
— 1 zu nehmen. 

2) Mit anderen Worten, man dehnt die für 9i>l geltende Beziehung 

SB n • (n — 1)1 

auch auf den Fall n » 1 aus. Dementsprechend ergibt sich in der Theorie der 
sogenannten Gammafunktion: 

r(ti + l)«n!, 

also 0! ae r(l) und andererseits r(l) »s i. 
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Andererseits findet man durch Multiplikation TOn Ql. (8) mit (1 -(-.A): 

(11) (1 = (»)o + (H + (»)o)^ + ■ • • + ((«)* + + • • 

• • + ((»)« +(»)«-i)^" + 

Da beide (offenbar dieselbe Zähl vorstellende) Entwicklungen lediglich 
durch distributiTe AusfQhmng der geforderten Multiplikation entstanden 
sind, mit dem einzigen Unterschiede, daß bei der zweiten Ausführung die 
Assoziation (1 + A)* • (1 + A) angewendet wurde, so ist zu vermuten, daß 
sie geradezu identisch sind, d. h. Gdied für Glied vollständig iS>eremtimmen.^) 
In diesem Falle würde durch Vergleichung der Koeffizienten von sich 
ergeben: 

(12) (» + l)i = (»)i + («)i_i (Ä - 1, 2, • . »). *) 

Die Richtigkeit dieser Formel kann man aber durch Einsetzen des definie- 
renden Ausdruckes (5) für (»)* bzw. («)*_! a posteriori leicht bestätigeu. 
Man findet nämlich: 

(»). + («).-. - + 1) • 

n + 1 n(n — 1) • • • (n — Ä? + 2) 

“ Je ’ — 1) 

+ 

Andererseits läßt sicli die so gefundene Formel auch benützen; um die 
Entwicklung (8) durch den Schluß von n auf (n + 1) zu verifizieren, in- 

1) Die Übereinstimmung des Anfangs- und Endgliedes beider Entwicklungen 
beruht auf den Beziehungen: 

(»4-1)^ n=(w)p«l 

2) Es hat übrigens keine Schwierigkeit, die Identität der Entwicklungen (10) 
und (11) (welche ohne weiteres aus einem bekannten Satze über ganze rationale 
Funktionen folgen würde) ganz direkt zu beweisen. Subtrahiert man öl. (11) von 
Öl. (10) und beachtet, daß die Anfangs- und Endglieder sich hierbei wegheben (vgl. 
Fußn. 1), so ergibt sich nach Division mit A (wo |A|^0) die folgende (für jedes 
von Null verschiedene A gültigel Beziehung: 

H h ^*^*“*4 h <%*^*"*‘ “ 

wo Cjb « (n 4- l)jfc — (»)* — (»)*-.! (k « 1, 2, • . *, w), also ganzgMig oder Null Ver- 
steht man sodann unter A eine beliebige natürliche Zahl, so folgt, daß entweder 
durch A, d. h. durch jede natürliche Zahl teilbar sein müßte, oder daß 0, 
Da nur die letztere Möglichkeit zulässig erscheint, so findet man nach nochmaliger 
Division mit A: 

-f- ^ -d 4* • • • » 0 

und hieraus durch dieselbe Schlußweise: C| » 0 usf., schließlich allgemein: 
^ “ 0, d. h. (n -h l)t »» (n)|, + (»»)»_, . 
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dem man zunäciist aus (8) durch Multiplikation mit (1 -{~ Ä') die Be- 
ziehung (11) herleitet und diese mit Hilfe der Eelation (12) in die Form (10) 
überfahrt, womit dann, da die Gültigkeit der Formel (8) fürn — 2 evident 
ist, die vollständige Induktion geschlossen ist. Diese häufig anzutreffende 
Beweisform leidet aber an dem empfindlichen Mangel, daß man dazu die 
Form der Entwicklung (8), d. h. die allgemeine Form der Binomial- 
koefdzienten, etwa aus den Entwicklungen (1 + A)\ (1 + .4)® „vermuten“ 
muß, was wohl nicht leicht jemandem gelingen dürfte, der das Eesultat 
nicht bereits gekannt hat. ^) 

5. Wenn wir, zu unserem Ausgangspunkte zurückkehrend, in der 

JB 

für (1 -|- 4.)“ gefundenen Entwicklung (8) Ä durch -j- ersetzen und die 

resultierende Gleichung mit Ä" multiplizieren (s. Gl. (1)), so e:^bt sich 
als die übliche Form des binomis(^ien Satees^: 

(13) (4 + - 4» + (»)i4«-i . B + (»)j4»-® . + • • 

• • + (w)*4»-* • J5H • • • + (»)«_i4JB“- ^ + JS“. 

Die litiJee Seite dieser Gleichung bleibt bei Vertauschung von 4 und B 
ungeändert. Das analoge gilt aber auch von der reckten Seite, genauer 
gesagt, die einzelnen Glieder der Entwicklung (13) erscheinen dabei 
durchweg unverändert, nur in umgekehrter Beihenfo^e, wie man un- 
mittelbar mit Hilfe der oben abgeleiteten Beziehung (6): (»)jj_j.=. (n\ 
erkennt. *) 


Kapitel IL 

Begrenzte und unbegrenzte Systembrnche* — 
Rational-konrergente Zahlenfolgen. 

§ 16. Systematische Darstellung der natUrliclLen Zahlen. 

1. Wie in § 1, Nr. 2 (S. 5) gezeigt wurde, kann xnan sämtlicte 
Zahlzeichen unseres gewöhnlichen ^dekadischen^ Zahlensystems in ge- 
höriger Anwdnvmg dinch ein rein formales, kombinatorisches Yerfahren 

1) Newton ist auf recht kompliriertem Wege zu dieser „Yermuttuig*^ ge- 
langt (fl. Opuflcula, Ed. Castilloneufl, 1 [1784], S. 807. 828). 

2) Dabei schreiben wir der Einfadiheit halber wieder 1 statt (n)<, und (n)„. 
8) Man könnte aber auch analog, wie in FuSnote 1 der vorigen Seite, die 

Identitäii der Entwicklungen Yon ( + VT damit die Gültig- 

keit der Beziehung: 

. ’ Wn-Jfe 

beweisen. 
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erzetigeu. In Walirheit verdanken dieselben indessen ihre Entstehung 
einem anderen Erzeugnngsprinzip, nämlich einer nach fallenden Potemen 
von 10 geordneten Bammenbtldung.^) Die notwendige Gmndlage hierzu 
liefert der folgende ^Igemeine Satz: 

Ist h eine bdidng vorgeschrtebene natürliche Zahl ^2, so 
laß sidt jede andere natürU<^ ZaM g^b stets und nur auf 
eine einzige Weise in der Form darstdlen: 

g «>=» a„5”* H- "1 f- + ®o> 

m m bei fester WM von b eine lediglich von g abhängige natür- 
Udie ZM bedeutet, während die (v’^0,l,--‘,m) stets der 
Beüie 0, 1, • • •, (b— 1) cmgehören und s^ieH o„ von NuU ver- 
sehieden ist. 

Beweis. Da ^ ^ b, so existiert in der Reihe der Potenzen: 
b\ V, b», ■ • • 

stets eine und nur eine, etwa mit b*” (m^l) zu bezeichnende, von der 
Beschaffenheit, daß 

entweder: b”^~g oder: bt^<.g, dagegen: 5™+^>p». 

Man faßt offenbar diese beiden MSgliehkeiten zusammen, indem 
man setzt: 

b”'^g<b”‘*K 

Bildet man sodann: 

l-b®, 2-b’'*, •••, (b — l)-b'", 

so muß — wegeu b • b“ = b’"^^ >g — in der Reihe dieser Zahlen eine 
solche, etwa c < b™, verkommen, daß 

entweder: ^ = c . j»« 

oder: cb” < < (c + 1) • b“ 

Man &ßt wiederum beide Möglichkeiten zusammen, wenn man setzt: 

wo r eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, • • •, (b* - 1) verstellt. 

Ist nun r'^b — 1, so ist offenbar die verlangte Darstellung von g 
mit der letzten Dleichui^ bereits erzielt. 

Ist dagegen v ^ b, so kann man offenbar in analoger Weise r in die 
Form setzen: 

r — Ci'b’^ + Vi, 


I wo also: 1 ^ c ^ b — 1. 


1) Z. ß. 740809 — 7 . 10* + 4 • 10^ -f 0 . 10* 8 • 10* + 0 ■ 10‘ + 9. 
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wo jetzt: ^ — 1 , 1 ^ ^ ft — 1 , 0 ^ ri ^ ft’“* — 1 . Als- 

dann wird: 

^ = c • ft’“ ^ Cj • ft’“* -{- . 

Im Falle >\^h — 1 ist die Zerlegung wiederum beendet. Ist dagegen 
(aber nach dem obigen jedenfalls ^ ft*"* — 1), so kann man das 
bisher benutzte Terfahren auf an wenden, und so fortfabrend muß man 
nach einer begrenzten Anzahl derartiger Operationen schließlich zu einer 
Gleichung von der Form gelangen: 

gr = C • ft’“ • ft’“* -f . • . Cj • ft“*^ -|- Tj., 

WO nicht nur die Cj, • • •, Cj sämtlich der Reihe 1, 2, • • •, (ft — 1) an- 
gehoren, sondern auch einen dieser Werte hat, bzw. auch Null sein 
kann, während: 

M» > «i, > • • • > 1. 

Dabei kann die AneaM der hierzu erforderlichen Operationen die Zahl «2 
ketnesfalls iibersteigen, da ja jeder der Exponenten m^, ■ min- 

destem um 1 kleiner ist als der unmittelbar vorangehende. 

Schreibt man jetzt statt c und versteht unter ®o 

Zahlen, welche in passender Weise mit den oben durch q, c*, 

bezeichneten Zahlen übereinstimmen, im übrigen Null sind, so wird, wie 
oben behauptet: 

(1) g = a^ft*” -1- + • • • + + «», 

wo also der Reihe 1, 2, • • •, (ft — 1) angehort, während «o» ‘ ®»»-i 

außer einem dieser Werte auch (sämtlich oder zum Teil) den Wert 0 
haben können. 

Um ferner zu erkennen, daß die Darstellung (1) nur ou/' eine einzige 
Weise möglich ist, bemerke man, daß aus (1) — wegen ^ 1 — 
stets folgt: 

(2 a) g'^ ft'* 

und andererseits, wegen ^ ft — 1 (v = 0, 1, • • •, j»), stets: 

^^(ft-l)(ft’*-f-&’“-^-l---* + ft + l) d.h. ^ft’»+i-l 
und somit: 

(2b) g<l'^+K 

Angenommen nun, man hätte außer der Darstellung (1) die folgende: 

^ • 6^ “1- • ft^~^ “1“ fl^^ft 

(wo wiederum l^a,,'^ft— 1; O^a/^ft — 1 für v = 0, 1, •• •, (fi — 1)), 
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so hätte man mit Benützung der üngleichnngen ( 2 ) gleichzeitig: 


Jm 

ft'* 


^ 9 < 


glR + l 


nnd daher wiederum gUiehzeUig: 

also: 
also: (i 

was offenbar nur in der Weise möglich ist, daß: 

Hiernach könnte also jene zweite Darstellung tou g immerhin nur die 
folgende Form haben: 

g - 0^6” + H + Oi'i + «o'» 

wo speziell von Null Terschieden. 

Da nun analog wie die IJngl. (2b) sich ergibt, daß: 

+ • • • + + ®0 I . r,„ 

+ ••• + <&+<! ' 

so hätte man gMchzeitig: 

l (««+!)•&"* 

und daher wiederum gldehzeiUg: 


+ l d. h. 

®m “hl d. h. ^ 


also schließlich: <-• . 


Nachdem auf diese Weise die Identität der Anfengsglieder erwiesen, hätte 
sich der weitere Beweis nur auf die Identität der beiden Ausdräcke: 


S'i'= »«.-1^"^ + • • • + -t- «0 

nnd: 

+ + <&-!-< 

zu erstrecken. Sind nun o-n-u ^m-x beide Ton Null Terschieden, so be- 
weist man in derselben Weise wie oben, daß auch sein 

muß. Ist dagegen einer dieser beiden Eoe^ienten Null — etwa 
“* 0 — , so folgt sofort, daß dann gi<.b"~^ und daher auch 
<*„_! — 0 sein muß — vice versa. Man findet also in dieser Weise fort- 
snhließend, daß jene zwei Darstellungen in Wahrheit identisch sein 
müssen. — 
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2. Das vorstehende Ergebnis kann nun in folgender Weise dazu be- 
nützt werden, die Reihe der natürlichen Zahlen mit Hilfe einer begrenzten 
Anzahl einfacher Funäamentalzeichen^ Ziffern genannt, übersichtlich dar- 
zustellen. Schreibt man das durch Gl. (1) dargestellte Resultat in fol- 
gender abgekürzter Weise: 

( 3 ) 

wobei jetzt die Zahlen a, (v»= 0, 1, • • •, »t) nicht, wie sonst üblieb, Fdh- 
torm eines Produktes bedeuten, sondern a, das Torkommen des 5«»«- 
mandm a, • b” in der für g geltenden Darstellung (1) anzeigen soll, oder 
noch etwas aUgemeiner ausgedrückt, wo eine an der {v + 1)*“ Stelle (von 
rechte aus gerechnet) stehende Ziffer a (d. h.: O^a^b — 1) den Smu- 
manden a • b* darstellt,, so folgt ans dem oben bewiesenen Satze, daß 
— nach Festsetzung der im übrigen beliebig (nur ^ 2) zu wühlenden 
Zahl b — jede positive ganze Zahl g stets auf eine und nur auf eine Weiset 
durch ein Symbol von der Form (3) dargestellt werden kann. Die ^er- 
scMedenen zur Darstellung äUet Zahlen g ausreichenden Ziffern sind die 
Zeidien für die Zahlen 0, 1, • • •, (b — 1), ihre Anzahl ist also = b; wührend 
die Anzahl der zur Darstellung irgendeiner bestimmten Zahl g uberhau^ 
erforderUehm Ziffern den Wert (mH- 1) hat, wenu.m den größten ganz- 
zahligen Exponenten bedeutet, welcher der Bedingung genügt: V^^g. 

Die Gesamtheit aller müglichen mit Zugrundelegung einer beliebig 
fixierten Zahl b als in der ang^benen Weise jfSgstemaMsch“ dar^ 

gestellten natürlichen Zahlen bilden ein Zahlensystem mit der Basis h. 

Bei dem üblichen d^cadischen Zahlensystem, wo also b den Wert 
jsehn hat, sind in der Tat verschiedene Ziffern 0, 1, • • •, 9 zur Dar- 
stellung aller möglichen Zahlen erforderlich und ausreichend. 

Bedient man sich dieser „arabischen'^ Ziffern zur Darstellung eines 
Systems mit ididnger anderer Basis (wobei man natürlich einen Teil 
dieser Ziffern gänzlich wegzulassen bzw. noch eine passende Anzahl neuer 
Ziffern hinznzufügen bAtte, je nachdem die Basis Meiner oder größer als 
eäm ist), so wird offenbar diese Basis selbst in der Schreibweise der 
Formel (3) stets daigesteUt durch das Symbol (10), da ja nach dem oben 


gesagten: 


ist. 


(10)'-l-bH-0-b 


Nimmt man speziell b 2, so bedarf man zur Herstellung des be- 
treffenden, d. h. des sogenannten d/yadisdien Zahlensystems nnr der beiden 
Ziffern 0 und 1. Den dekadischen Zahlen von 1 bis 10 enti^rechen hier 
die folgenden Bezeichnungen: 


BMeadis^: 123456 7 8 9 10 

Byadiseh: 1 (10) (11) (100) (101) .(110) (111) (1000) (1001) (1010). 
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Ferner hätte man z. B.: 

100 « 1 . 2 « + 1 • 2 « + 1 . 2 » = ( 1100100 ). 

1000 - 1 - 2 » + 1 - 2 « + 1 - 2 ’ + 1 - 2 « + 1 - 2 ® + 1 - 2 * 

- (1111101000) nsf. 

§ 16 . Die systematischen Brüche (Systemhrüche). 

1. Wie die im vorigen Paragraphen betrachtete ^stematisdie Dar- 
stäitmff“ der natürlichen Zahlen die YeraUgemeinernng nnd zugleich die 
e^entliche arithmetische Grundlage des ääutdischm Systems bildete, so 
gestatten auch die aus der Bechenprazis jedermann geläufigen ^eemcHr 
Irütihff* eine analoge, für die genauere Kenntnis ihres Wesens zweck- 
mäßige und für die weiteren Entwicklungen besonders wichtige Ver- 
allgemeinerung. 

Es sei wiederum h eine iigendwie fixierte natürliche Zahl ^2, wäh- 
rend Ol, Og, • * *, o, beliebige Zahlen aus der Reihe 0, 1, • (b — 1) be- 
deuten sollen und speziell o, als von NiM verschieden angenommen wird. 
Alsdann soU der Ausdruck: 

( 1 ) 

als ein n-steUiger Systematmher Bruch oder Systembruch mit der Basis l 
bezeichnet werden. 

Man erkennt zunaehsi^ daß jedes solche stets kleiner tds 1 ist. 
Denn man hat: 

+ + f-pi) 

(2) ^ ~ also sicher: < 1. 

Bezeichnet man sodann allgemeiu mit tfg {k= 1, 2, •••, (n— 1)) den 
Sybtembmch: 


ft _L®* 

*^*-T + y*+ +6*» 

so ergibt sich: 



und sodann nach Analogie von IJngL (2): 



also sicher: 
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sodaß man in Yerbindong mit (3) findet: 


( 5 ) 

d. h. 


<^« < 

Briehf man einen Systemhrueh tf, lei mnem idiebigen CHiede 
rr ab, so erhalt man einen Meineren Bntdt, der sidi aber wn ö_ 

V' > n 

lim wenige" ods unterscheidet. 

2 . Schreibt man in (4) m statt ra, wo Ä < w < n sein soll, so wird: 
^1» ^ TF Tm > 


also: 
( 6 ) 
d. h.: 

Ü! 

l 






D. + L ■ ~ < 3. 4 - 

T. * ' 1 ' 11«» = , I 


“i+ ^ 


6 “ = 6 


-1 + 'Tj 


(Z: < m). 


Hierzu ist noch zu bemerken, daß das Qleidiheüse&dten, wie die Her- 
leitung (s. üngL (2)) zeigt, nur in dem emeigen Falle gilt, daß die 
ZSMer < 1 *^. 4 , •••,«„ omnahmslos den extremen Wert (b — 1) haben. 
Beadbiet man noch, daß im allgemeinen stets dagegen 


öj == wenn speziell = Oj^., 




0 , so kann man die 


Ungleichungen (5) und ( 6 ) dahin zusammenßassen, daß fOr b < m < n 
stets: 

C^) ^ ^ ^ > 

wobei das erste Gd^WmtsstÄdasB. nur daun gilt, weim: 

®t+i “ ®h+* “• ■ ' 


o„“ 0 . 


Ö1J.1 ■“ 1= • • • — “ b 1 . 


das mjoeite^ wenn 

^* + 1 W'*+2 

3 .. Hat mau mei systematisclie Brüche: 

ft ^ I 11 ^« 

g * 5l _i_ 4. ... 4. 

welche einander sind, also: 


Pringshoiitt, Vorlesungen 1, 


7 
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so müssen sie geradezu idenüsek sein, d. L Glied flir Glied vollständig 
übereinstimmen. Denn sei etwa » ^ so bat man: 

= Ol i&»- ^ + Ojb«-* H 1- o„ 

1»» . o,'6»-*+ • • • + a;»"-™, 

wo » — «t ^ 0. Da aber = 6* • so folgt aus dem Satze des 

vorigen Faragrapben, daß die beiden rechten Seiten dieser Gleichungen 
als systematische Darstellungen der i^mlichen ganzen Zahl idmHsdt sein 
müssen, d. L es ergibt sich, da o^, von Null verschieden, vor aUera,^ 
daß « — fflt =■ 0 und sodann: aj == o, (v = 1, 2, • • •, n) sein muß. 


§ 17. Terwandlnng gewohnUeher Brüche in Systembräche. — 
Der einem eelbten Brache zngeordnete periodische Systemhraeh. 

1. Sei wiederum: 

( 1 ) 

BO folgt durch Multiplikation mit 5”, daß eine ganze Zahl g ist^ 

nämlich: 

(2) ^ H- OjS"-* H + <6” 

und daher: 

( 3 ) 

d. h. ein n-steUiger Systembrach ist stets einem gewöhnlichen e(kten 
Brudie mit dem Nenner V* gleicL Nun VatiTi mit g irgendeinen 
Teiler gemein haben. Ist sodann nach Weglassung des größten gemein- 
samen Teilers 

(A) ^ = 

W 5" 2 ' 

wo jetzt r und g rdaüv $rm, so muß wegen — fl' (d. L gleich einer 

ganzen Ztdd.) g ein Teiler von sein (nach § 6, Nr. 4, S. 37), kann daher 
nach § 6, Nr. 1 (S. 33) keine anderen Frimhsiktoren enthalten, als b”, alsO' 
schließlich als 5 selbst. 

Hieraus folgt aber, daß umgekehrt ein beliebig vorgelegter reduzierter 
echter Bruch jcdenfaUs höchstens daun einem Systembrache mit der 
Basis i gleich sein kann, wenn g keine anderen Frimfäktoren enthält, als J>. 

Diese fär die Darstellbarkeit von y durch einen Systembrudi not- 
wendige Bedingung erweist sich aber auch als hinreichend. 

Denn enthält g keine anderen Frimfäktoren als h, so lassen sich 
natürliche Zählen v so groß finden, daß fl; in h* aufgeht Angenommen. 
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es sei v = it der Memste Ezpoaent, welcher dieses leistet, so hat man. 
wegen: also: < 6", nach dem Satze des § 15: 


( 5 ) 




— - H 1- a„_i6 + a,, 


WO speziell von Null verschieden sein muß^ da sonst die rechte Seite, 

also auch durch b teübar wäre, und daher schon — , d. h. schließ- 

2 Q. 

571-1 , ^ ^ 

lieh -"Y“ öijie ganze Zahl sein müßte. Daraus folgt weiter, daß: 


( 6 ) 

und man findet somit: 


^ 4-3 4 «. 


4- 3« 
“T 


Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 

DarstdIharJeeit eines reduzierten echten Bruches — durch einen 
- 2 

Systembruch mit der Basis h besteht darin^ daß q nur solche Brimr 

faJetoren enthalt^ wdche auch in b vorjeommen. 

Zugleich folgt noch aus Nr. 3 des vorigen Paragraphen: 

Es gibt stets nur eine einzige Darstellung der fraglichen Art. 

2. Ein reduzierter echter Bruch — , dessen Kenner q nicht den eben 

angegebenen Bedingungen genügt, kann also Tceinesfdtts in einen System- 
bruch mit der Basis b nmgeformt werden. Dagegen läBt sich zeigen, daB 
es dann stets einen nach bestimmter Yorschrift zu bildenden und unbe- 
gremst fortsdebaren Systembmeh 0 , (v — 1,2, 3, •••) gibt, welcher sich 

von — bäMng wenig und zwar m $0 weniger unterscheidet, je größer die 

Stellenzahl v genommen wird. 

Um bei der hierzu dienlichen Betrachtung auch den in Nr. 1 be- 
handelten besonderen Fall mit zu umfassen, bedeute einen gme be- 

Udngen reduzierten echten Bruch, d. h. einen solchen, dessen Nenner q 
der in Art. 1 angegebenen Bedingung genügen kann oder auch nicht. 
Man hat alsdann: 

L. A 

2 ”■ 2 ■ 6 » 

und kann andererseits stets setzen (s. § 6, BL (2 a), S. 35): 

( 8 ) = + . 


7 
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wo ctif im ftTIgamftinftn natütliclie Zahlen bedeuten, eventuell auch sine 
der beiden Zahlen ®i, gleich jNuU sein kann und außerdem: 


Hiernach wird zunächst: 

(9) 


a^<b, ri<s. 

»■ _ £t . ü 1 

g “ 6‘ 2 ■ '& 


C0^a^<h, 0 ^yj <2 — wobei also das Gleiohlteitszeichen so zu ver-- 
stehen ist, daß höchstens eine der beiden Zahlen %, gleich IfuH 
sein kann). 

Wendet man im Falle n > 0 die i^mliche Transformation auf ^ 

9 . 

an, also: 

i-T + ?--T C0äa,<S, Oär,<s), 

SO wird: 

ü _ fl j. ^ j. ü . 1 
2 “ 6 ^ ^ 2 6»» 


und, indem man dasselbe Verfahren unter der Voraussetzung, dtiß 
’s» ' • •> »"«-i sämtlioh von Null verschieden sind, im ganzen «-mal 
wiederholt: 

( 10 ) 2 6 ^ 6 *^ + 2 6 »» 

wo: 0^Oi,aj,...,a,<b, 0 ^r„< 2 . 


Tritt nun hierbei für irgendein « der Fall ein, daß r, =• 0 wird, so eiv 
gibt sich: 


l«» 

7“T + ^+ + 


d. h. Y ist alsdann einem bestimmten Systembrache gleicL Dieser Fall 

kann aber nadi Nr. 1 nw dann eintreten, weim g_ nur solche Prim- 
&ktoren entMlt, die in b Vorkommen. Derselbe muß dann aber bei dem 
hier eingeschlageDen Ver&hren auch wirklich eintreten. Denn unter der 
gemachten Voraussetzung erdstiert nach Art. 1 sicher eine Darstellun g 
von der Form: 


r 

7 


-L .fL 4- 


T 5», 



seits setzen kann: 


jr 

2 


«1 + ^4 
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Man liat also: 


2 


+ < 6 »-» + ••• + < 


woraus mit Notwendigkeit folgt: = 0, d. h. — 0 und sodann nach 

Nr. 3 des vorigen Paragraphen: a,' = (v = 1, 2, • • ■, «). 

Hingegen erscheint es auf Grund von Nr. 1 allemal, wenn q irgend- 
einen in h TorkommeudenPrimfaktor enthält, definitiv ausgesdHossen, 
daß hei dem obigen Divisionsverfahren jemals ein Best 0 anitreten 


kßime, und man erhält somit in diesem Falle für jedem noch so 


großen Werte von w eine Darstellung von der Form (10). Man hat in- 
folgedessen für jedes (noch so große) v: 


( 11 ) 

wo 0 < »■„ < 2 und: 


1 


(fr + 


‘■r. . } 
q ö'’ 


( 12 ) 


fh _|_ fh j. 
ft ^ 6*^ 




ft” 


(,; = 1,2,3,..0. 


Da hierbei stets: 0 < ^ < 1; so öl. (11) auch durch die fol- 

gende Ungleichung ersetzen: 

(13) 

sodaß sich das Resultat dieser Betrachtung folgendermaßen aus- 
sprechen läßt: 

Ein redimert&‘ echter Brudi — , dessen N&tner q mindestens 

i 

einen in J> nitM vorhommenden Frimfaktor enih^t, kam nicht 
dmch einm Systmbrwh mit dar Basis h dargedxOi werden. 
Bagegen gibt es einen avf Qrmd eines bestimmten Bimionsver- 


(andars cmgedrüdd: dm unbegrenete Folgen durdi stdaiessives 
Einmfügen je einer werteren Stdle entstdwnder Systendnüche: 

tfi, tfg, • • •, • • •) tw)» der Besdwiffenheit, daß i«?«» System- 

brach ff, um weniger cds -p, also bei wnbegreruster V&rgrSßerung 

von V beliebig wenig iätersteigt. 

3. Es läßt sich nun vor allem noch zeigen, daß die bei dem ob^ 
angewandten Divisionsverfahren resultierende Folge von Zählern a, einem 
eixdEachen Gesetze, d^jenigen der Feriodmtat, genügen muß. 
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Da nämlich die bei dem obigen Prozesse anftretenden Zahlen 
(»«=0, 1,2, ••*, TTobei die Bedeutung von r haben soll) durchweg der 
Reihe 1, 2, • • •, {q — 1) angehörmi, da es also höchstens (2 — 1) verschie- 
äene Zahlen r, gehen kann, so muß spcüestens die ^ dieser Zahlen d. h. 
spätestes rj_i irgendeinem der früher schon Torgekommenen glei<^ 
sein. Es sei nun r^, die mte der Zahlen r,, welche bei jenem Yer&hren 
wiederkeh/ri, und zwar geschehe dies sum ersten Mode bei dem Stellenzeiger 
k + m. Mit anderen Worten: r^, • • •, seien sämtlich »«•- 

schieden, dagegen : 

(14) »•*+».-»•*• 

Dabei ist nach dem gesagten stets: 

(16) k + m^q—1, 

woraus, wegen i ^ 0, ^ 1, des weiteren folgt: 

(16) — 2, l^wi^2— 1. 

Man hat zunächst: 


j- * j_ * 

+ Ii + T*15> 


+ (wegen: ^t+m " n), 


r a. 

— 


^*+1 , 
lz*+l ^ 


+ ”«+1 
6*+« 




und, da immer wieder die EniwicMung (18) liefert, bei A-maliger An- 
wendung dieses Yer&brens: 

(19) . + ^4._ + ... + _ 

+ Ik+m+i + • • • + 


I I 

(1 — 1, 2, 3, • • •) oder, käizer Schrieben: 






+ (irB.tfj-0, &lls: Ä-0), 

P - «h+i • »”•-* + -6"-* + • . • + . 
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Die Eatwicklm^ (19) bzw. (20) hat also die charaktenstische Eigen- 
schaft, daß die Zähler • • •, besi&idig in derselben Reihen- 

folge oder, wie man zu sagen pflegt, „periodM“ wiederkehren. Die durch 
0L (22) deflnierte gcmee ZcM P, d. h. diejenige ganze Zahl, welche 
systematisch durch Potenzen von 6 dargestellt die Zahlen 
zu Eoefidzienten (2iiffem) hat, heißt die Periode des obigen Systembmches 
und zwar, in dem vorliegenden Falle, eine m-gliedrige Periode. 

4. Beginnt die Periode schon mit dem Gliede — ein FaU, welcher 
offenbar eintiitt, wenn 0, weim also der erste überhaupt wieder- 
kehrende Divisionsrest — Vg d. L — r ist — , so heißt der betreffende 
Systembmeh rem periodisch, dagegen im Falle 1;^ 1 unrein perkdisch. 

Im ersiten Falle (also für % » 0) hat man: 


(23) 

und daher: 

(24) 


JL-Sia., 
a ~ 6 ^ 


^ b"* ^ 9 6“ ’ 


f(y"— 1) 




sodaß also, da r und q rdativ prim, — ~ — eine gansie Zahl sein muß. 

Daraus folgt aber weiter, daß q mit h rdatk prim sein muß, da kein 
Teiler von t gleichzeitig ein Teiler von ^ — 1 sein kann. 

Im zweiten Falte, % ^ 1, e^bt sich (nach Analogie von Gl. (9)) 
zunächst: 


(25a) 

und wegen ri+„ = rj: 
(25b) 




br. 


ib+m-l 


«s + 7» 


“t+m + T 




WO *'i~i verschieden sein muß, da ja r* die erste der Zahlen r, . 

sein sollte, welche .später wiederkehrt. Daraus folgt weiter: 


(26) 





«infl Beziehung, welche aussagt, daß der links auftretende Quotient eine 
gaiue 7n.bl sein muß. Da aber und Jdeiner als q sind und 

ilftTnw tun so mdhr \ rj_i — 1 < 2> “loß 2 mindesten Uü- 

weise (und zwar, da ja g wenigstens einen in 5 nicht vorkommenden Pnm- 
flsktor enthält, wirMMi nur ieitweise) in h aufgehen, d. h. mit h einen 
gemeinsamen Teiler haben. 

Durch 7 noftTnmATifMmn g dieser bmden Resultate ergibt sich also: 
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Die notwendige und "hinreichende Bedingung dafür, daß 
bei der oben "betrachfyten Umformung von y ein rein periodmher 

Sgstembrtuh rum Vorschein "kommt, besteht darin, daß q relativ 
prim eubisL 

Zugleich ISfit sich der Inhalt der Ungleichungen (15), (16) jetzt 
folgendermaßen formulieren: 

Die Aneahl der nield-periodis(hen und der eine Periode 
hüdmden Glieder des m ^ gehörigen Systembrudhes ist msammenr 

genommen höchstens gleiGi (g — 1). Ist der betreffende Sgstem- 
brwdi rein periodisch, so ist also die AnecM der Periodenglieder 
höchstens (g— 1); enlhSU er dagegen "k nicht-periodische Glieder 
(wo Je aUmud ^q—2), so ist die AneaM der Periodenglieder 
höchstens (g— Ä — 1). 

5. Durch die Torstehenden Betrachtungen ist gezeigt, daB jedem 
reduzierten echten Bruche ä irgendeinen in b nicht rorkommen- 

den Frimfaktor entMlt, vermittelst eines gam bestimmten, verkommen ein- 
deutig verlaufenden Dioisionsoerfahrens ein unbegrenzt fortsetzbarer, 
übr^ens periodischer Sjstembruch e„ {v °° 1, 2, 3, < ■ •) mit der Basis b 
zugeordnet werden kann, derart, daß für jedes v 1, 2, 3, • • • (s. üngL (13)): 



Es verdient nun aber hervorgehoben zu werden, daß diese doppelte Un- 
gleichung den unbegrenzt fmrtisetzbaren Systembmch d. h. jedes &n- 
säne Cflied von schon an sich vöd^ emdeuUg bestimmt. Mit anderen 
Worten: es kann tlberhaupt kein ewdter (gleichgfiltig, ob periodischer oder 
nicht-periodischer) unb^prenzt fortsekbarer Sjstembruch ff/ (v— 1, 2, 3, • ••) 
existiaen, welcher der Bedingung genügt: 

(13a) + ^ (t;-l,2,3,...). 

Sellen nSmlich ff/ und ff, nicht für jedes v vollkommen identisdh 
sein, d. h. Glied für Glied hbereinstimmen, so muß fOr irgendeine erste 
Stelle V » » eine Versditedenheit zwischen ff/ und ff, zum Yorschein 
kommen, d. h. 0 , muß sich von ff, im letzten l^diler der letzten 
Bmchstelle^ mwidestens um 1 unterscheiden, sodaß also: (*) 

(*) + ^ oder: (b) + 
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Daraus würde aber, wegen und ff,<— , unmittelbax folgen: 

und somit a fortiori (s. § 16, Nr, 2, S. 97, üngl. (7)) für v ^ 


Of + 

sodaß also in beiden Fällen tf/ für v ^ » der Bedingung (13 a) nicht 
mehr genügen würda 

Es gibt also in der Tat nur einen eimigm, der Bedingung (13) ge- 
nügenden, unbegrenzt fortsetzbaren Systembmch, welcher andererseits 
durch das in Nr. 2 anseinandergesetzte Yerfahren auch allemal wirhlich 
gewoimen werden kann. 

Hiernach können wir das Hauptresultat dieses Paragraphen nmimehr 
in folgender Weise formulieren: 

Jedem redmierien eckten Brwke — läßt sieh, wemi q min- 
destens emm in h ni(M vorhmmenden JPrmfaMor enthalt, ein 
und nur ein unbegrmet fortsetgiarer, übrigens allemal periodischer 
Systembruch 6„ mit der Basis h guordnen, welcher für jedes v der 
Bedingung genügt: 

( 13 ) + 


§ 18 . Der einem periodischen Systemhrnche zngeordnete 
gewöhnliche Brach. — TJmkehrhar eindentige Beziehni^ zwischen 
rationalen Zahlen and periodischen Systemhriiehen. 

1. Das zuletzt ausgesprochene Resultat erweist sich mit Ausnahme 
eines einzigen, sogleich näher anzugebenden und eine unerhebliche Modi- 
filratio n erheischenden Falles als Tollkommen umkehrbar. Es gilt nämlich 
der folgende Satz: 

Jedem periodischen^') Systembrviche mit der Basis b, so- 
fern er nicht gerade die eingliedrige Beriode (b — 1) besitgt, läßt 
süh em und nur ein ecMer Bruch e guordnen, wdcher für jedes v 
der Bedingung genügt: 

(1) «,<«<«, + p' 


1) Ein „perioditiAaC“ Systembzoch ist eo ipso allenud „unbegrenzt fortsetzbar". 
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Beweis. Der vorgelegte Bruch 6^ (v« 1> 2, 3, • • •) sei zunächst rein 
periodisch und zwar sei seine Periode 

(2) P = + OjJ““* H [- + «« 

(wo also 1 mit der Beschrankunft daß weder dtireh- 

weg ay=>0, noch duirdnoeg a, — &— 1). Bedeutet dana A eine beliebige 
natürliche Zahl, so hat man (rgL § 17, Nr. 3, S. 102, 61 (20), für Ä - 0, 

ffj - 0): 



" ^ s^) 

( 8 ) 

weim g^tzt wird: 



Aus GL (3) folgt dann zunächst, daß: 

( 6 ) 

und sodann: 

(®) + + — 

Da aber: 

P<(&-lX&’»-i + 6"‘-* + -”+J + l) Ah. <6«-l, 
so 63^bt sich: 



und daher nach GL (6): 

C®) + ^ > 


somit durch Zusammenfiwsung yon üng^ (5) und (8): 

Bedeutet jetzt v eine ganz beliebige, nUM in der Form Am enthal- 
tms natürliche Zahl, so nehme man A grpß gming an, daß Am > v. Als> 
dann hat man nach tJi^L (7), S. 97: 

und daher auch: 

(10) + ^ (für jedes v), 

.womit also die Bzistenz einer TSabl 6 yon der frag^dhen. Beschaffen* 
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heit zunächst für den Fall eines rein periodischen Systembruches er- 
wiesen ist. 

Bezeichnet man jetzt mit die Summe yon v Grliedem eines un- 
rein periodischen Systembraches wiederum > mit der Periode P und den 
]c nicht-periodischen Anfangsgliedem: 




1 


wo: Q— + + 


so hat man f är v > Z; : 

( 12 ) 


® 4 .!^ 


WO die nämliche Bedeutung hat, wie zuvor, d. h. die Summe der 
ersten v — h Glieder eines rein periodischen Systembraches mit der Pe- 
riode P vorstellt. Gibt man dann auch a wiederum die frühere, durch 
Gl. (4) fixierte Bedeutung und setzt: 

. e , 0 (&’"0 + P)-Q ') 



80 hat man nach üngL (10): 


und hieraus durch Addition von Q und Multiplikation mit -7 : 

b 


(14) 




zniülchst für jedes v>Je, sodann aber auf Grund von üngl. (7), S. 97, 
o fortiori für v ^ k. Mit anderen Worten: die UngL (1) gilt auch in 
diesem Falle, wenn man den v-gliedrigen Systembrach mit bezeichnet 
und unter 6 die durch GL (13) definierte Zahl 0 versteht 

TJm schließlich noch zu zeigen, daß es stets nur eine der Bedin- 
gung (1) genügende rationale Zahl 0 gibt, werde angenommen, es 
sei. auch: 

0, < T <0, -f- ^ (für jedes v). 


1) Dabei iit allemid: 

*'<1. 

(«-UugL®, 8.97) 



wegen: 
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Setzt man diese Ungleichung in die folgende Form: 




und addiert sie sodann zn Ungl. (1), so wird: 


also: 


0 0 




für jedes noch so große v. Da aber 5’'>v6 (s. § 13, Nr. 8, S. 82, Fnfin. 2) 
bei unbegrenzt wachsendem v jede nodh so große positive Zahl übersteigt, 
so würde die obige Ungleichrmg anssagen, daß \e — t\ Meiner ist, als jede 
noöh so Meine positwe raUonode ZaU. Wären nun e und x voneinander 
verschieden, so müßte die Differenz o — v eine 'bestimmte positive oder 
negative, ihr absoluter Betrag also eine bestimmte positive rationale Zahl 
sein, kann also nüM Meiner sein, als jede positive rationale Zahl. Somit 
ergibt sich mit Notwendigkeit, daß 

CT = r 

sein muß, mit anderen Worten: es gibt, wie behauptet, nur eine eimige 
der Bedingung (1) genügende Zahl iS. 

Es erscheint zweckmäßig, das soeben benutzte Beweisprinzip ein 
für allemal in folgender Weise zu formulieren: 

Emn mm von zwei rationalen ZaMen 6 md x nachweise», 
daß \ is — x\<s,me Mein mch die positive rationale Z<M s an- 
genommen werden möge, so muß = r, diso 0 sein. 

2. Wir betrachten jetzt noch den zuvor ausgeschlossenen Fall der 
eingliedrigen Periode (6 — 1). Ist zuimchst der fragliche Systembrucb 
rein periodisch, so hat man als Summe der ersten v Glieder: 



(16) ».-1-^ 

An die Stelle der Ungl. (1) tritt somit in dem vorb'egenden Falle die 
Beziehung: 

(16) <^,<1“^ + ^ (v^l). 

0 
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Daraus folgt dann für die Summe <s' der ersten v Glieder eines unrem 
periodisclien Bruches mit h nicht-periodischen ^Mern a/, ■■■,<>/ und 
der eingliedrigen Periode (6 — 1): 


(17) 

(z/ aL e 

ft' ^ ^ JL -L 

— H 1-^ + ^ 

i Q + 

daß: 

- ^ + JV 


(18) 

(v^hy) 


Es existiert also audi zu jedem Systembruche mit der eingliediigen 
Periode (6 — 1) eine bestimmte raümoHe Z<M ^nämlich 1 bzw. ^-p— ) , 

welche zu demselben in einer ganz ähnlichen Beziehung steht, wie die 
oben mit e bezeichnete Zahl zu irgendeinem Systembmche, dessen Periode 
ni<M jene spezielle Form hai Nur tritt hier an die Stelle des m^en 
Uf^leichkeitszei(i\iena das GleidükeitszeiQhen. und, im Falle des mn perio- 
dischen Systembruches, an die Stelle von e <1 die Zahl 1.^ Im übrigen 
zeigt das in den Formeln (16) und (18) auftretende GleiMeitszeitäiea, 

daß es außer 1 bzw. - Iceine zweite Zahl geben kann, welche der 

Belation (16) bzw. (18) genügt. 

3. Der Inhalt der Relationen (16) und (18) ISßt sich nodi in etwas 
anderer Weise formulieren, wenn man statt des periodischen System- 

braches bzw. ff,' die Zahl 1 bzw. die reduzierte Form ^ ^«8 Braches - 

als das ursprüi^lich gegebene ansieht. Da in diesem Falle 2 nur solche 
Primfaktoren enthalten kann, die auch in 6 Vorkommen, so ULßt sich auch 


1) Für V '< % hat man offenbar, analog \rie Mher: 


“»• < ji < »» + • 

2) Dagegen hat man auch hier allemal: 

+ 1 

Denn es mofi sein: 




< 1 . 


«^1 * 

mit Ausschluß der Gleichheit, da diese letztere nur eintreten würde, wenn: 

»s . • • tsss dj' «SS 5 1 , 

was unmöglich ist, da ja der betreffende Sjstembmch dann rein periodisch aus- 
fiallen würde. 



110 Absohidtfc I. Kap. ü. Begrenzte imd nnbegrenzte Systembrüche. Nr. 3. 


magekehrt - aack § 17, Nr. 1 (S. 99) stets dtirch erneu begrenzten 
Systembruch, etwa: 

r a' ai + 1 , , ^ ^ ^ an 

— — + ‘''H — — (wo i^l, a* ^0), 

also auch in der Form: 

(wo 

2 b 

darstellen. Daraus folgt dann weiter, daB y zu dem oben mit ff/ be- 

zeichneten Systembrüche in der Beziehung (18) steht. Mit ISnzunahma 
der Beiation (16) können wir also folgendes aussprechen: 

BedeuUi a die ZeAl 1 oder einen posiHven edden Brvu^ 
dessen Nenner mr Primfäktoreii von l endiält, so läßt si^ edle- 
nuü ein mdtegrenet fortsetebarer Systenibrudi ff, mit der Bcisis b 
und der eingliedrigm Bernde (b — 1) angdten, derart, daß: 

(19) 

(fOr wenn h die Anzahl der nicht-periodischen Glieder). 

Man erkennt zugleich, daß wiederum Jiein eumta^ (j^eidigfiltig, ob 
perioäisdier oder nidd-periodischer) unbegrenzt fortsetzbarer Sjrstem- 
bmch ff/ existiert, welcher der Bedingang (19) oder auch nur der er- 
weiterten Bedingung: 

ff/<«^ff/ + i 

genügt. Wenn nSmUoh in dieser letzteren das Qleichheitszmibm für ii^end> 
einen besondermi Wert % Geltung hat, so gilt es auch für jedes w > %, 
da ja (nach § 16, Nr.^, S. 97, UngL (6)) für v > ft: 

Aus der in diesem Falle für v ^ Ic also bestehenden Gleichung: 

« ff, + gjr 

folgt sodann durch Ter^eichni^ mit (19) unmittelbar, daß ff/ — ff, für 
v^h und somit ff/ mit ff, für jedes v geradezu tdeniisdi ist (§ 16, 
Nr. 8,8.98). 

Batte man andererseits beslAnd^: 

<<«<ff/ + ^, 
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so würde aus der Yergleiehniig mit (19) sich ergehen: 

V "i" ^ > 

also: 

ff/ > ff, d. h. ^ ff, + /■ 

tuid somit schließlich: 

ff/ ^ 

was mit der gemachten Annahme in Widerspruch stehi 

4. Um die vorstehend gefundenen Besultate möglichst allgemein 
formulieren zu können, wollen wir die Bezeichnung tfSysimhrwih“ jetzt 
auf jeden Ausdruck von der Form: 

(20) ,,_,+a + a + ...+a 

fibertr^en, wo g jede gmz hdiMge natMiche ZcM (eventuell auch die 
NuW) verstellen kaim, wahrend im übrigen wieder «j, Oj, • • 
bedeuten, d. h. der Reihe der Zahlen 0, 1, • • •, (ö — 1) anzugehören haben. 

Da sich andererseits gelrochene Zahl in die Form + — setzen 

r ^ 

läßt (wo — einen edifen reduzierten Brvudi verstellt) Mxid jede positive ganze 

Zahl g auch durch 1)+1 ersetzt werden kann, ^o^sen sich die beiden 

aufgefondenen Beziehungen zwischen Systembrw^un und &dittn JBrikdim.-^ 

bzw. der ZaJd 1 durdb. Addition von g bzw. (jg — 1) in entsprechende 
Beziehui^en zwischen Syskmbrüchen vm der Form (20) und bdidtigen 
(d. h. nicht mehr an die Bedingung ff ^ 1 gebundenen) posHiven raHo- 
ncden ZMen e umformeiL Darnach ergibt sich aber schließlich der 
folgende Hauptsatz: 

Jeder positium raHoneden Zahl ff laß süß ein und nur ein 
unbegrenzt fortsetzlaro' ^), übrigens aUemcd perwämker Systembruch 
e, mit bdidng vorgesduidmer Basis b zuordnen, derart, daß: 

(21) ffv<^^®» + ^ (für jedes V— 0, 1, 2, •••). 

UmgeMirt gdiSrt zu jedem periodischen Systembrudte ff, eine und 
nur eine der Bedingung (21) genügende raüoncde ZcM ff. 

1) ÜBtec einem urAegremt fnisetzbaren Systembraclx ist, wie der ganze Zn- 
«miiYniiiliftTig zeigt, ein für allemal ein zololier zu verstehen, welcher nnbegzenzt 
viele von NuB tmeäiedwte Zahler enthalt. Andem&Us kSnhte man ja anch einen 
'begrenzten Systembmch in im Sinne als „unbegrenzt forteetebar“ bezeichnen, daß 
es ja üwisteht, denselben durch mne unbegrenzte Folge von lauter NuBen zn ver- 



112 Abscluüit L Eap. ü. Begrenzte nnd unbegrenzte Systembrfiohe. Kr. 1. 

Es findet also zwischen den positiven rationaien ZMen einerseits 
und den zu einer bestimmten, aber beliebig zu wählenden Basis h ge- 
hörigen perioäis^en Systmbrüdien andererseits eine einäevMg imheMare 
Beziehung von der Form (21) statt. Dies ist in Wahrheit der eigentliche 
Inhalt derjenigen Aussage, welche beim Bechnen mit J)eeim(iXbruidtenf 
also fSr den spezieUeu Fall l -» 10, gewöhnlich in der Weise ausge- 
sprochen wird: man könne jeden rationalen Brach in einen unendUcken 
periodischen Dezimalbrach (allenfalls mit der eii^liediigen Periode 9) 
venocmddn und umg^e^rt. Es entsteht nun die Frage, in wiefern man 
— ähnlich wie es ja beim Rechnen mit Dezimalbröchen zu geschehen 
pflegt — jeden unbegrenzt fortsetzbaxen periodischen Systembmch ge- 
radezu als Ersata für eine gewisse rationale Zahl verwenden kann. Es 
erscheint zweckmäß^, bei der Beantwortung dieser Fn^ sich nicht auf 
die besondere Form der periodischen Systembrflche zu beschränken, son- 
dern einen allgemeineren Typus u]).begrenzt fortsetzbarer Zahlenfolgen 
dabei zu Grande zu legen. 

§ 19. Unhegreiizte Zahlenfolgen als Ersatz fär rationale Zahlen: 

Rational-konTei^nte Zahlenfolgen. 

1. Es sei Af), Aj, • • •, eine unbegrenzt fortsetzbore Folge 

rationaler Zahlen (beliebigen Yorzeichens), d. h. es sei irgendeine be- 
stimmte Yorschrift gegeben, vermöge deren für jeden beliebigen Stellen- 
zeiger v das zugehörige A, bestimmbar ist (z. B. tf,,, wo 0 ,, einen 
periodischen Systembrach bis zum Glieds einschließlich bedeutet; 

ferner: A, - A, = > A “ (“ l)”' 7 ^» A =“ 

aber auch: A„ — v** Primzahl in der Reihe der natürlichen Zahlen; A, — 1, 
wenn v das Quadrat einer natürüchen Zahl ist, dagegen A, — — 1 in 
jedem anderen Falle usf.). Ferner werde angenommen, es existiere eine 
rationale Zahl A, welche sich von dOen Zahlen A,, deren Index v eine 
passend gewählte natürliche Zahl erreicht oder übersteigt (anders aus- 
gesprochen: von äßen Zahlen A, mit Äusncdme einer passend iesümmten 
Anzahl), Ißiebig wenig unterscheidet. D. h.: teie Mein auch ein positiver 
Bruch « vorgeschiieben werden möge, so soll immer eine natürliche 
Zahl n vorhanden sein, derari^ daß: 

(1) |A— A ,|<8 für jedes 

iSngeto. M an bfflnerke übrigens, daß bei dieser Anfüusnng ein n-striliger System- 
brach s„ » tf mehl der Bedhigimg (81), vidmriix «net solchen von der Form: 

^ tf <«»•+■ i (» — 0, 1, 2, ■ . •) 

geir&geii ^rOide, wobei föi im, ersten Teile der üngleichnng durchweg das 
(72dc%M]tezeichen gilt. 
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Die Zahl n wird natSrlidi wesenilich von der Wahl des s abbängen, 
in der Weise, daß im al^emeinen bei Yerkleinemng Yon e es notwendig 
sein wird, n zu Tergrößem. Man kdnnte diese Abhängigkeit der Zahl » 
von der Wahl des s dadurch kenntlich machen, daß man n, statt » 
schreibt, und in der Tat werden wir uns gelegentlieh dieser Schreibweise 
bedienen, falls der Zusammenhang es wünschenswert erscheinen laßt, 
die fragliche Abhäng^keit besonders zum Ausdruck zu bringen. Zu- 
nächst aber wollen wir es bei der in IJi^l. (1) angewendeten Bezeich- 
nung belassen und uns damit begnügen, ein für allemal herroi^ehoben 
zu haben, daß in üngleichnngspaaren von der Form (1) (wie sie in un- 
seren weiteren Untersuchungen als geradezu iypisek sich äußert häufig 
einstellen werden) die Bestimmung der mit n bezeiehneten Zahl allemal 
wesentlich von der Wahl der mit s bezeiehneten abhängt. 

Wir zeigen nun zunächst, daß, wenn es iSterhau^ eine den Be- 
dingungen (1) genügende rationale Zahl Ä gibt, es stets nur eine eineige 
solche Zahl geben kann, mit anderen Worten, daß die Zahl Ä durch die 
Bedingungen (1) voUhmmen eindeuMg bestimmt erscheini 

Angenommen, es gäbe noch eine zweite Zahl A' der fraglichen Art, 
so hätte man zu beliebig klein vorzuschreibendem s > 0 : 

\Ä — Al,\<Y ®twa ffir ^ 

I A' — A, I < Y etwa für v ^ 

und es würden daher, weim N die grSßere der beiden Zahlen n und n' 
bedeutet, für v ^ W die beiden Beziehungen: 

• lA-A,l<-f, 1A'-A,1<| 
gleu^eeiiig bestehen, sodaß also sich eigeben würde: 

1A'-A|<s. 

Da es aber freisteht, die positive Zahl s unbegrenzt zu verkleinem, so 
folgt auf Grund des in Nr. 1 des vorigen Paragpsphen (S. 108) erörterten 
Beweisprinzips, daß: 

Ä' «= A, 

womit also die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Beispiele:. Setzt man A,— = ^fröd: 1— A,— 

also; 1 1 — A,, I < e, wenn v -f- 1 > y, d. h. v ^ w, wo » die größte in y 
enthaltene ganze Zahl bedeutet. Somit ist A • 1 . 

Analog hat man für 1 

also A •- 1. 

Prlngshelm, Vorleiimgeix 1, 1. 


8 
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Man bemerke, daß die Glieder der ersten Zahlenfolge, namlidi: 
T’ T’ T’ T» ' ’ "> V’^terhaXb der speziellmi Zahl J. — 1 liegen 

nnd sich dieser beständig waätsenä nahem; während bei der zweiten 
Zahlenfolge, nämlich: * • •, die durchweg oberhalb 1 Hegen- 

den GHeder beständig edmdunend der 1 zostreben. 

Betrachtet man schHeßlich die Folge der Zahlen: 


<> + i + (- 

v+l 


v -^-1 * 


BO findet rnan wieder: |1 — Ä^ \ — * clso .4-» 1, während hier die 

GHeder der betreffenden Folge, nämlich: 


2 14 3 2<t-|-2 2;t-|-i 

1» 2' 8' 4» ■‘'»2(i-i-l»2(t-j-2> 


in beständigem Wechsel teils oherhaZt, teils v/nterhciO) der Zahl 1 liegend, 
dieser letzteren unbegrenzt näher kommen. 

2. Wirwollen eine unbegrenzt fortsetzbareZahlenfolge(.4g,.4|,-*-,.<i,,-') 
der betrachteten Art^ also eine solche, die zu einer bestimmten rationalen 
Zahl J. in der durch die Ungleichungen (1) dargestellten Buchung sieht> 
als raUoncdrhowoergeani bezeidmen und dafKr das abgekürzte Zeichen {Ä^} 
einführen. Da nach dem unmittelbar zuvor gesäten die Zahl Ä durch 
die Zahlenfolge {.i,} voRig esnd&äig bestimmt ist, so wollen wir das 
Zeichen {jI,} als .ESrsotiszeichen für die rationale Zahl Ä zulassen, setzen 
also geraden: 

(») 

und sagen: die Zahl A sei durch die Zahlenfolge {A^} darst^bar. 

Sollen nun diese neuen Zeichen für bereits vorhandene Zeichen wirk- 


Uch braudibar werden, so wird es auf Grund der bisher in analogen 
Fällen befolgtmi Methode*) vor allem auf die Beantwortung der folgen- 
den zwei Fn^en ankommen: 

1) Wie erkennt man, ob zwei Zeichen von der Form {Ay},{Ay*} die- 
sähe Zahl vorstellen, bzw. welches der beiden Zeichen die größere (Mei- 
nere) Zahl vorstellt? 

2) Wie lassen sich Summe und ProduM zweier in der Form {.i,}, 
{B,} vorgelegter Zahlen durch Zeichen der nämlichen Art darstellen? 

3. Ehe wir diese Fragen erledigen, schicken wir noch die folgenden 
Bemerkungen voraus. Die in Er. 1 angestellte Betrachtung behält ihren 




*) VgL $ 7, Nr. 1 (S. 88) and % 10, Nr. 1 (& 64). 
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Sinn, wenn die mit Ä bezeichnete rationale Zahl die Nt^ ist (vgl. § 12, 
Nr. 6, S. 73), in welchem Falle, wegen ] — .4, j =■ | .4, |, die Bedii^^nng (1) 
die Fom annimmt: 

(3) 1 4., I < e fttr V ^ 

^z. B. 4y = 4^ — t+^i) ’ wollen alsdann die Folge {4,} 

nach Bedarf noch spezieller als miU-lcomergenf bezeichnen and setzen 
in diesem Falle nach Analogie ron (2): 

(4) {4..}=0.«) 

Die m^-JcowBergenten Folgen sind also lediglich eine besondere Gattong 
der rcMonal-konoeirgenten. 

Ferner: Sind die Fo^en {4^}, {^5,} raHonail-ionvergent, so besitzen 
auch die Folgen diese E^enschaft^ und zwar hat ilmn: 

(5) {4,±D;,} =4± J3, wenn: {4J -= 4, {B,} — B 

(auch im Falle 4 = 0 oder bzw. »»<2 B — 0). 

Beweis. Man hat identisch: 

^ ±-B- (A±S,) - (^-A) ± (S-S.) 

und daher: 

K.i±iO-(A±s,)läM-AI + l®--B.l- 

Wird jetzt zu beliebig Toigeschnebenem e > 0 eine natOrliche Zahl n 
so fixier^ dafi f&r v ^ « gleicbseitig: 

|4-4,l<-i, 1B-BJ<-|-, 

BO folgt: 

l(4±B)-(4,±B,)|<e für 

womit die Bichtigkeit der ausgesprochenen Behauptung bewiesen ist. 

4. Zur Beantwortung der am Schlüsse Ton Nr. 2 aufgestellten Fr:^en 
ergeben sich nunmehr die folgenden Sätze: 

Satz I. Bb isl: 

^ J (») {4,}-{B,}, wem: {4„-B,}-0, 

^ 1 (b) {4,} ^ {B,}, je WKhäem: {4,-B,} ^ 0. 

1) Man pflegt diese Bedingong auch in folgender Weise auszasprechen: Die 
\Ä^\ -werden mit unbegrenzt wachsendem v beliebig lüem. 

S) Z. B. SB 0, » 0. — Im Ansehlnfl an GL (4) sei noch 

bemerkt, daß aus: [Ap] 0 stets folgt: {OvAp) *-» 0, wenn die |C7ir| unterhalb 
einer positiYen Zahl bleibmi. Umg^durt folgt: » 0 aus: {CyAp} » 0, wenn 

die \C^\ öberhalh einer poflitiY^ Zahl bleiben. 


8 
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Die Riehtigkeit dieser Aussagen gekt unmittelbar aus GL (5) der 
Torigffli Nummer herror, wonack ja: 

Setzt man ferner A, — JB, — — D,, also = A, + D,, so kann 
der tnkalt von Gl. (la) auek so formuliert werden: 

(6) {A,} - {A^4--Z),}> {^rl 

und da es offenbar unbegrenzt Tiele Zaklenfolgen {D,} von der Be- 
schaffenkeit gibt, daß { D, } 0, so folgt, daß jede rationale Zahl { Ji, } 

durch mbegremst vide Zaklenfolgen von der Form {Ä^ + D^} darstellbar 
ist (während umgekehrt jede rational- kouTergente Zahlenfolge nur eine 
eineige Bationalzahl darstellt). 

Da speziell eine aus lauter gleichen Zahlen A bestehende Zahlen- 
folge der definierenden Bedingung (1) von Nr. 1 genügt, also rational- 
konreigent ist und die Zahl A darstellt (in Zeichen: { A} » A), so folgt, 
daß man behufs Anwendung der Beziehungen (I) zur Veigleichung einer 
Bationalzahl A mit einer in der Form {B,} vorgelegten die erstere nur 
in die Form {A) zu setzen braucht, daß ferner die Zahl A auch durch 
alle mS^chen Zahlenfolgen von der Form {A-f-D,} dargestellt werden 
kann und daß umgekehrt in dieser Form alle die Zahl A darstellenden 
Zahlenfolgen enthalten sind. 

Satz IL Es ist: 

(H) |.l.) + {B,|-{4+B.j- 

Die Richtigkeit auch dieses Resultats ist bereits in 61. (5) der rorigen 
Nummer enthalten. 

Satz DL Es ist: 

Beweis. Setzt man wiederum: 

{A^} — A, {B,} = B (wo eventuell auch A**0 bzw. B— 0 sein kann), 

BO hat man zunächst: 

AB ~ A,B, - A(B-B,) -f B,(A- A,) 

und daher: 

^ 1^1 • + I • I A-A,| . 

Wie klein auch > 0 TOi^eschrieben werden möge, so läfit sich n 
eo fixieren, daß ffir v'^n gleichzeitig: 
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Aus der zweiten dieser üngleicliuiigen folgt dann, noch, daB: 

B-S<B,<B+d, also: < |P1 + d< 1 ^] + 1, 

wenn von vornherein d < 1 angenommen wird. Alsdann ergibt sich aber 
für «: 

l-AB — 1 <[ d([ A I j + 1), d. h. <6, 

wenn s > 0 beliebig vorgeschrieben und überdies S ^ _i_ -: an- 

genommen wird. Damit ist die Richtigkeit der Behauptung (111) er- 
•wiesen. 


§ 20. Feriodisehe Systembrttclie als Ersatz für rationale Zahlen. 

1. Auf Grund der im vorigen Paragraphen getroffenen Festsetzungen 
HlBt sich jetzt das Endresultat von § 18 in folgender Form aussprechen: 

Jeder wibegrenzt fortsetebare feriodisehe Bysimbrvdk ts^ stetM 
eine und tmr eine raüonale ZoM s dar. Umg^ehrt ist jede ratio- 
nale ZoM 0 d/urdh einen und nur einen wbegrenet fortsetsbaren, 
übrigens stets periodischen Systembrudt 0 , mit vorgescihrid>ener 
Basis b darstdihar. 


Beweis. Nach § 18, Ungl. (21) (S. 111) gibt es zu jedem perio- 
dischen Systembruch 0 , eine und nur eine Bationalzahl 0 , derart, daß: 

( 1 ) + ^ (*'“ 0 , 1 , 2 , •••), 

also: 

(2) ftr 


Da aber zu beliebig klein vorgeschriebenem £>0 sieb n so fixieren laßt, 

daß — < f , so bat man: 

5 


( 3 ) 


{ 0 ,} = 0 . 


Ist umgekehrt statt des periodischen Systembmehes 0 ^ die rationale 
Zahl 0 vorgelegt, so läßt sich nach dem zitierten Satze ein periodisdier 
Systembruch a„ ai^eben, welcher die Relation (1) befriedigt, woraus 
dann wiederum folgt, daß 0 in der Form: 

(4), <»-{«,} 

darsteUbar ist. Indessen ist hier noch zu zeigen, daß wirklich nur ein 
solcher Systembruch 0 , (mit vorgeschriebener Basis b) eciistieri Denn 
aus den bisherigen Betrachtungen folgt nur soviel, daß allemal ein und 
imr ein der Bdation (1) genügender Syatembruch 0 , vorhanden ist; daher 
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könnte es immerlun noA a/ndere unbegrenzt fortsetzbare Sysiembrüche 
geben, welche einer üngleicbung von der Form: 

für v'^n 

genügen, sodaS dann ebenfalls die B^lehxmg: 

e -{0 

resultieren würde, üm hierüber rollständige Klarheit za schaffen, be* 
weisen wir den folgenden, auch spater noch zu benützenden Wüfs^xts: 

Sind tfy, 0 / ztcd nidd wMomme» iämtisdie (d. h. Glied für 
Giied übereinsimnmde), urd}egreMt fortsäeba/re SystenAmdte mit 


dersäJm Basis l (gleichgidtig, <A periodisdi oder nitdit), so läßt 
skh eine natüMehe Zedd m so fixiere», daß für v'^m eine der 

leiden Differeneen ff,' — tf, lew. tf ,— stets olerhalb ■— UeAt. 

Aas der Yoranssetznng, daß ff,, ff,' nicht roUkommen idmtisch sein 
sollen, folgt, daß es einen ersten Index Je geben muß, bei welchem ff,' 
für V % ein Glied mit amderem Zähler enthält, als ff,. Dabei sei etwa, 
am irgendeine Festsetzang za treffen, der fiaglidhe Zähler von ff/ der 
größere. Da er alsdann den entsprechenden Zähler von ffj mmdestens 
um 1 übertreffen maß, so hat man znnäcbst: 

( 6 ) + 

Da ferner e,' einen unlegrenst fortsetsAaren Systembruch bedeuten sollte, 
so müssen auch Unter der Stelle mit dem Index Je noch Glieder vor^ 
kommen, die von JTuS verschieden sind. Sei etwa m, wo also m ^ k + 1, 
dtt Index des ersten solchen Gliedes, so ist: 


^ + jJ + , 

und dahmr für v ^ m a fortiori: 

W + ^ + 

Andererseits hat man für jedes v > ä, also sicher auch für ni: 
folj^oh: 

(®) <^tf, + i + :^>ff. + 4. 


^ ^ ^ 


und somit schließlich: 


fflr v^m. 
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Das entsprechende findet offenbar im Falle statt. Damit ist aber 

der ausgesprochene Hilfssatz bewiesen. — 

Znnächst folgt nun daraus, daß nimds gUi^eiUg: 


und 

sein kann. Denn alsdann müßte nach Satz 1, Gl. (la) — 0/} ■’O 
sein, also j tf, — für hinlänglich große v hdiäng Mein werden, während 
doch soeben gezeigt wurde, daß i o,.— für v ^ m stets oberhalb eines 
bestiounten Bruches bleibt. 

Somit gibt es in der Tat zu jeder rationalen Zahl a nur einen 
eimigen und zwar allemal periodischen Systembmeh derart, daß 

2. Ist 0 = {fl,} und: 


+ + ä + 

0 0 * 


-I- > 


so pflegt man statt der von uns benutzten Bezeichnung: 

zu schreiben: 

tf = fl 4-31-1 h — + 

(wobei also die Punkte cm Ende des Systembruches dessen imb^enzte 
Fortsetzbarkeit andeuten soUen) und sagt dann gewöhnlich, die rationale 
Zahl fl werde durch den betreffenden „unendliehen“ (periodischen) System- 
bmch dargesteBt, oder auch nmgekebrl^ der wahre Wert jenes ynendlMien 
Systembmches sei die rationale Zahl fl. 

Setzt man in den vorstehenden Betrachtungen speziell i = 10, so 
ergeben sich die bekannten Regeln über die Darstellung rationaler Zahlen 
durch periodische Dezimalbrüche und über die sogenannte Yerwandlung 
periodischer Dezimalbrüche in rationale Zählen. 

hHir gewisse analytische Zwecke bietet noch der Speziät&U b 2, 
also der Fall der ,^gadischen“ Brüche, besonderes Interesse. Diese letz- 


1) Han kann dieses Ergebnis im Znsammenliange mit dem Endresultat von 
% 18 (S. 111, üngl. (21)) auob fc^gendermaften aussptecben: 

Jbt 

e— {«,}, 

SO hat man stets: 

tf, < « ^ 4" ^ 

(wobei das ffletcUettsseiohen für wo nur dann Geltung bat, wenn a 

«ine ganze Zahl ist oder als reduzierter Bmoh nur Frim&ktoren von b im Nenner 
«nihl.lt, also e, die ringUediige Periode (b -r 1) besitzt). 
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teren zeichnen sich; wie es das dyadische System mit sich bringt^); in- 
sofern durch besondere Ein&chheit auS; als für die sämtlichen Teil- 
zähler nur die Zahlen 0 und 1 zur Verfügung stehen. Im übrigen 

gelten hier offenbar für jeden reduzierten Bruch ^ folgenden Sätze: 

1) Nur wenn g von der Form 2^, läßt sich y durch einen begrenzten 

dyadischen Bruch darsteUeU; der auch durch einen unbegrenzten mit der 
Periode 1 ersetzt werden kanU; z. B.: 


1 

2 



+‘^+-p+‘ 


1 

i 



1 




£ 

4 


jL-ljL 

2^2* 

—+—+—+ 
2 ^ 2»^ 2« ' 


oder in dyadiscker Sehreibtreise: 

i I “ (0,1) i I - (0,01) £ I - (0,11.) 

2 1 « (0,0111 .....) 4 1 - (0,00111 ) M “ (0,10111 ) 


Speziell ist: 111 

1“Y + 'P+ 2 » + 

-( 0,111 ). 

2) In jedem anderen FaUe resnltiert ein periodischa- Bmch mit min- 
destens zweigliedriger Periode, nnd zwar ein rein periodischer, wenn, q 
ungerade, ein unrein periodischer, wenn q gerade, z. B.: 


p + + — (0,010101 •••••) 

T-i + ? + V + -(0,001010I--). 


§ 21. Unbegrenzt fortsetzbare nieht-periodieehe Systembrtlebe. — 
Das Badiziernngsproblem. 

1. Nachdem wir durch die Aufgabe, einen rationalen Bruch in 
sysiematischer Form darzustellen, zu dem Begriffe des unb^remst fori- 
setsbaren periodisedien Sjstembruches gelangt sind, ULge es schon an sich 
nahe, auch wnbegrenst fortsetäme nickt-periotHsche Sjstembrflche^ in den 
Kreis unserer Betrachtung zu ziehen. Auf die Herstellnng derartiger 
Systembrflche wird man aber geradezu mit logischer Notwendigkeit ge- 

1) VgL $ 16, Nr. 2 am ScUoise (S. 95). 

2) Z. B. 0,12112111211112 ; 0,128 • • . #1011 • • • ##100101 (n»f., d. h. 

die geordnete Folge der natSilichen Zahlen in defkadisoher Schreibweise). 
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ftüirt, wenn man Tersnchi, anch die Operation des Fotenzierens wnt- 
g^ikäwen und zwar zunäelist in der Weise, daß man den Poienswert nnd 
den Exponenten als g^eben, die Bam als rorlaufig v,td)äum«i ansiehi 
Es handelt sich also darum, eine Zahl x zu bestimmen, wdche der Glei* 
chung genügt: 

( 1 ) af* =^a. 

Eine solche Zahl x, sofern sie iS>erhmtpt ecistiertf wird Wured aus a 
genannt, in Zeichen: 

(2) «-»y» (»»^2). 

Dabei wird m als W^iredea:^ionent, a als der Eadikanä, die durch GL (1) 
geforderte, durch Gl. (2) angedeutete Operation als Bctdizierung be- 
zeichnet. 

2. Wir nehmen zunächst m nnd a als positive game Zahlen an. 
Bildet man sodann die Reihe der Zahlen 1™, 2”, S*”, • • •, so gelangt man 
entioeder zu einer Zahl derart^ daß: 

(3) p“ = a, also: ya = p, 

oder es gibt in jener Reihe "kekne solche Zahl p”'. Dabei wird offenbar 
der letztere Fall der bei weitem häufigere sein. Denn bedeutet g irgend- 
eine positire ganze Zahl, so hat man mit Benützung des binomischen 
Satzes (p + l)’">p”-f sodaß also eteisehen p® und (p-fl)“ 

mindestens (für »»>2 sogar stets mehr als versdmdme 

game Z<Men liegen. Fällt also a mit irgendeiner dieser Zwischenzahlen 
zusammen, so ist die Existenz einer Beziehung von der Form a » p” 
allemal ausgeschlossen. Es laßt sich daim aber zumichst zeigen, daß 

audi Jeeine gebrochene ZM y existieren Jeann, dergestalt, daß: 

I®““- 

Denn da man p und p stets als rdativ prim annehmen kann, so gilt das 

gleiche von jp® und p®, sodaß also ^ niemals eine ganee Zahl a ver- 
stellen kann. 

Es wird nun, wmm nidbt gerade a = p®, in der Reihe der Zahlen 
1®, 2“, 3“, • • • eine und nur eine Zahl p" (wo p ^ 1) geben, derart, daß: 

(4) p®<o<(p-|-l)®. 

Bedeutet jetzt wiederum b eine beliebte natürliche Zahl ^2, und bUdet 
man die Reihe der Zahlen: 

0% {o + i (9 + ^ 7 T ^ + T '“'j? + 1)» 
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so muß sich in derselben eine bestimmte Zahl Ton der Form {ff y) > 
yro — 1, voifinden, sodaß : 


( 5 ) 






Bildet man dann weiter: 


(o+f)“ (i'+?+F)"- -.(<'+ f 


b — 1\® 

~w ) » 


so ergibt sich analog: 

TO (p + ?+r<«<(» + ?+V^)" 

WO wiedemm o, eine ganz bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, • • (b 1) 
bedeutet. 

In dieser Weise fort&hrend erhalt man offenbar eine unbegrenzt 
fortsetzbare Folge Ton Ungleichungen der Form: 

(7) (v-0,1,2,...), 

wo; 

+ T + ••' + $ 


und g eine gewisse ganze Zahl, im Qbrigen a, „Ziffern^ d. h. 

Zahlen aus der Reihe 0, 1, • • •, (b — 1) bedeuten. 

Man gewinnt also bei dem eben entwickelten Yer&hren einen im- 
hegresmA fortsetelaren Systembmihf dessen m** Potenz zur Zahl a in einer 
ähnlichen Beziehung steht, wie ein periodMer STStembmch zu einer 
bestimmten rationalen ZahL Es läßt sieh aber auch zeigen, daß die Folge 
der Zahlen tf,”* (v >= 0, 1, 2, • • •) eine raHond-hmvergente ist und daß man 
daher die Ungleichung (7) geradezu durch die folgende Qleüffmtg er- 
setzen kann: 

(8) {tf,"*}-«. 

3. Um dies nachzuweisen, bringen wir UngL (7) zunächst auf 
die Form: 

also: 

(ö) 

Behuft Umformung der rechten Seite dieser Un^eichung gehen wir aus 
von der fflr jedes r geltenden Identiiät: 

r*» — 1 — (r — |-»■ + l). 
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Setzt man mnltipliziert mit g’", so folgt daraus: 

(10) i)*“ — g“- (p — g)(p»«-i4.jp"‘-*.g4....4.p.2*«-* + g»‘-i) 

und daher für p > g > 0 (wegen: p"‘-* • g»- ^ <p'“-i für » = 2, 3, •••,«*) : 

(11) ip“-g”‘| -p™-g”‘<(p-g) -«sp”-!. 

Wendet man diese Ungleichung auf die rechte Seite von UngL (9) an, 
so wird: 

^^•»»•(g+l)“-K 

Wird also n so fixiert, daß: 

^was, wegen 6" > ni, sicher der Fall ist, wenn ni ^ . go 

hat man: 

(13) I a — iTy™ I < « für v^n, 

und somit, wie behauptet: 

(14) (•,“)-«• 

4. Wahrend hiernach die Folge der Zahlen 0 /* (v — 0, 1, 2, •••) zu 
den rational-konTergenten gehürt, so läßt sich zeigen, daß das gleiche 
für die Folge der Zahlen 0 ,, also für den vmb^emt fortsetelären System- 
bnu^ 0 , der Fall ist. Denn wäre etwa: 

(15) { 0 ,} — 0 (d. h. raüonal), 

so fimde man durch wiederholte Anwendung des Satzes III TOn ß 19 
(S. 116): 

{0,}’»-{0”}, 

also: 

(16) { 0 ,”*} — 0 «. 

Dann würde aber aus der Yergleiohung mit UL (14) sich ergehen 
0 “ — o, also: yä — 0 , 

was der Vmtmehsmg widmprvM, wenn 0 eine gerne Zahl, aber auch, 
wie bewiesen, unmSglud^ isl^ wenn 0 ein (unechter) Bnu^ sein 8oÜ.te. 

Der mb^enet fortsebdKure Sgstenibnudi 0 ^ kann also in Teeinem Falle 
eine raiiotude Zahl vorstellen. Daraus folgt zugleich, daß er ein mcht- 
periodischer sein muß. 
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5. Die soeben angestellte Betracbtung legt mm aber unmittelbar 
den folgenden Scbritt nahe. Angenommen, es gelänge, eine neue^ also 
unter den rationalen Zahlen nicht vorhandene Zahl 8 so zu defimeren, 
daß für jedes vi 

(17) e,<S<ß,+^, 

so hätte man, felis auch noch S“ in passender Weise definiert werden 
kann: 

(18) + 

und daraus, wie oben (vgl. (7), (8) bzw. (14)): 

(19) {tf,“} *=• 'S”*, also: /S“— a und: ’Ya = 8. 

Somit würde uns die feagliche 8 wirklich die Lösujig des vorge- 
l^ten Problems liefern. Hierzu wäre nur zu zeigen: 

1) Daß die Ungl. (17) wirklich zur eindeut^en Definition 
einer neuen Zahl 8 ausreicht, d. h. daß jener Zahl 8 auf Grund 
der Beziehung (17) ein emdeuMg iesHmmter Flate innerhalb der 
Gesamtheit der ratimdlm und der neu m erschaffenden Zahlen 
vom Typus 8 zukommt. 

2) Daß auch Ä“ in bestimmter Weise und zwar so definiert 
werden kann, daß aus UngL (17) allemäl das Bestehen von 
DngL (18) folgt, oder, gleich etwas allgemeiner, daß die vier 
Spezies sich mit Erhaltung ihrer fundamentalen Eigenschaften 
auf die Zahlen vom Typus 8 ausdehnen lassen. 

Statt nun aber die nudtt-periodischm, vnbegremt fortseteharen 8ystem- 
brüche zur Definition jener neuen Zahlen zu benutzen, scheint es zweck- 
mäßig, diese Definition von vornherein an einen etwas dUgememeren Typus 
von unbegrengt fortsetsharen Folgen rationcder Zdfüen anzuknüpfen, in ana- 
loger Weise, wie wir oben (§ 19) bei der Einführung neuer Zahlzeichen 
für die rationalen Zahlen statt dei' periodischen 8gstend>rii(die gewisse 
allgemeinere ZMenfdgm zu Grunde legten. Diese besonderen Zahlen- 
folgen, welche, wie sich zeigen wird, sowohl die raUoneü-Teomergenten 
Zcddenfoilgen, als auch die umbegrenet fortsetebarenf nicht-periodischen 
8ystend>rüche als spezielle Fälle umfessen, sollen nunmehr zunächst 
definiert und auf ihre für uns wesentlichen Eigenschaften untersucht 
werdeo. 
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Kapitel III. 

Konvergente Zahlenfolgen, reelle Zahlen 
nnd Grenzwerte reeller Zahlen. 

§ 22. Beflnition und allgemeine Eigenschaften konvergenter 

Zahlenfolgen. 

1. Es werde mit Co> ‘ ‘ ‘ kürzer geschrieben, mit (c,) 

eine nach irgendwelcher j^chenrorschrift nnbegrenzt fortsetzbare Folge 
rationaler Zahlen bezeichnet^) Läßt sich alsdann jeder, insbesondere 
also jeder no^ so Meinen positiven Zahl s eine natürliche Zahl « so zn- 
ordneu, daß: 

(I) f“- 9 = 1,2, 3,.-., 
so soll: 

(Cj, Cj, • • •, c,, ) oder, kürzer geschrieben: [c,] 

eine ionvergetde (rationale) Zahlenfolge heißen. 

Es verdient znnächst bemerkt za werden, daß mmi die definierende 
TJnglevdmng (I) anch dnrch jede der beiden folgenden ersetzen kann: 

(II) I ~ ÄtmMuß der GleiMteit) 

oder: 

(IH) — c»l<« ^ v^n, 9 — 1,2,3, •••, 

welche mehr za verlangen s(dieinm, als UngL (1), in Wahrheit aber stets 
erfulU (genauer gesagt: durch geeignete Bestimmung von n siets erfitilhar) 
sind, sodaß man sie gleichfalls als Definitionen für die Konvergenz der 
Zahlenfolge (c,) ansehen kann, ohne daß hierdurch der Kreis der zu- 
^sigen c, mehr eingeschränkt wird, als durch die Bedingung (I). 


1) Während in den beiden ersten Kapiteln kleine lateinische Bnchsiaben 
immer natürliche Zahlen, kleine griechisdie positive rationale, große lateinische 
raUonäle Zahlen hdiebigen Torzmhms bedeuteten, -wird yon jetzt ab diese Unter- 
scheidung aufgegeben und, soweit erforderlich, yon Fall zu Fall ausdrücklich er- 
klärt, welche Art yon Zahlen durch irgendwelche Buchstaben repräsentiert wird. 

2) Es bedeutet also aUernal das Zeichen [cj eine bereits als Jconvergmt er- 
nannte Zahlenfolge, während (c„) eine Zahlenfolge bedeutet, die eyentuell auch 
konvergent sein hann, deren Konvergenz indessen noch nicht feststeht. 
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Nr. 2. 


Nimmt man nämlicli eine positive Zahl d <is an, so kann mau, 
Tvenn nur die Bedingung (I) besteht^ n so fixieren, daß: 

(«» = 1 , 2 , 3 ,-..), 

BO daß also siober: 

!c,+j~c,|<6 (p-.1,2,3,--.), 

in Übereinstimmung mit (II). (NB. Die Zahl n in (11) wird natürlich im 
allgemeinen eine andere, nämlich größere sein, als diejenige in (I). Das 
ist aber offenbar unwesentlich, es kommt immer nur darauf an, daß sich 
jedem e>0 irgendein positives ganzzahliges n zuordnen BLßt, derart, daß 
die in Frage kommende Beziehung erfüllt ist.) 

Besteht nun aber die Bedingung (II), so kann man auch n so 
fixieren, daß: 

c«+?-cJ<T («'“1>2,3,...), 

und daher: 

! c, — I < Y für: V ^ n, 

|c.+e-c,i<T 9 = 1, 2, 3,.-.. 

Da aber^): 

! (®»+ j ®ii) (pr ~ I ^ I ^»+ J : "l~ I 1 , 

SO folgt schließlich: 

kr+f -«.!<« fö*’* — 1, 2, 3, • • •, 

d. h. es besteht dann aUemal snch eine Beziehung Ton der Form (UI). 

Daß vmg^ehrt auch (II) erfBUt isi^ wenn (m) besteh!^ erkennt man 
unmittelbar, wenn man in (UI) speziell v -• n setzt. Sodann ist aber 
auch (I) a fortion erfBUt. 

Hiernach sind also die Bedingungen (I) — (UI) bezägUch ihrer Trag- 
weite als TÖllig äguimlmt zu betrachten, und es steht daher vollkommen 
firm, je nach Bequemlichkeit, sich der einen oder anderen zu bedienen. 

2. Offenbar sind die in § 19 eingefShrtenro^toiial-itoNver^enten Zahlen- 
folgen {Cy} e auch schlechthin hmergmte Folgen.*) Denn aus: 

[c — c,|<Y för: 


1) S. I la, Ur. 6 (8. 76). 

8) Eg bedeutet also {c,} eine bereits all ratMWMUomwvsNt erkaimte Zahlen- 
folge, [c,] eine hmvergente Zahlenfolge, die mSglioherweiie auch rational-leon- 
vergent sein imm. 
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folgt: 

lc-c,+p|<Y für: v ^ 9 = 1, 2, 3, ■ • • 


nnd daher wegen | - cj = | (c - c,.) - (c - ^ : 

för: 9 = 1,2,3,---. 

Bedeutet ferner einen beliebigen (d. b. gleichgültig, ob perio- 
dischen oder nicht-periodischen) unbegremt fortseteharm Systenibruch. so 


hat man: 


0 < 


«r + l « 

J.»+l 


H h J+f (P = 2, 3, • • •) 


und daher: 


<i, also auch: < ~ für: 


1 i < « fflr: V ^ 9 - 1 , 2 , 3, • 


wenn nur n wiederum so fixiert wird, daß ^ ^ Somit liefert J( 

unbegrenzt fortsetebare Systembruch tf, eine Jconvergente Folge [oj. 

3. Die Zahlen einer Jconvergenten Folge müssen, zum mindesten 
von einer bestimmten Stelle ab, sämäick positiv oder sämilieJt negativ 
sein, außer wenn ihre absoluten Beträge mit unbegrenzt wachsendem v 
bdi^ig Mein (s. S. 115, Fußn. 1) werden. 

Haben nämlich die c, nidit von irgendeiner Stelle ab dassMibe Ton- 
zeichen, so müssen zu jedem noch unbegrenst viele mit entgegen- 
gesebetem Vorzeichen, also mit dem Vorzeichen Ton — c„ existieren, und 
man hat daher für jedes v und uribegremt viele 9 : 

I ^y+<l “ I “ I I "b 1 1 ^ 1®» • 

SoU also für V ^ » durchweg: 

I ~ ! < * 

aus&Uen, so ist dies nur möglich, wenn für v ^ » durchweg; 

kJ<«- 


Hiernach kann bei einer konrergmiten Fol^e der Fall unbegrenzt 
vieles Z^ehrnwechsd nur dann eintreten, wenn die [ c, | mit unbegrenzt 
wachsendem v hdSebig Mein werden, oder anders ausgedrfickt,'wenn: 

W-K}-o. 


Also: Eine "konvergente ZcAhnfcige mU unhegrenut viden Zddiemceclisdn 
ist Mets nulhkonvergent. 



128 


Abschnitt L Kap. HE. Konvergente Zahlenfolgen. 


Nr. 4. 


4. Betrachten wir jetzt eine Zahlenfolge, deren Glieder von irgend- 
einer bestimmten Stelle ab dasselbe^ etwa das positive Vorzeichen haben. 
Alsdann Jcann ebenfalls der besondere Fall eintreten, daß die mit unbe- 
grenzt wachsendem v helieiig Mein werden, daß also wiederum: 

[oj-KI-o. 

In jedem anderen Falle muß es eine gewisse positive Zahl a geben, derart, 
daß unter den Zahlen c,, wie weit man dieselben auch verfolgen mag, 
stets solche vorhanden sind, fBr welche c„ ^ ct. Nun nehme man eine po- 
sitive Zahl s beliebig, aber jedenfells < « au und ordne ihr eine positive 
ganze Zahl n so zu, daß: 

kr+f — «.!<« 9 = 1,2,3,*--. 

Alsdann hat man, wenn r eine solche ganze Zahl ^ n bedeutet, daß 
speziell e. ^ a, auch: 

also: 

— e < — c, < s 

tmd daher: 

(1) Cr — *<ör+?<‘’r+ 6 (p =* 1, 2, 3, • • •). 

Die leiden äußeren Glieder dieser üngleidiuixg sind bestimmte posi- 
Hve Zahlen, da ja Im übrigen steht es frei, s Idiäng Mein an- 

zunehmeu, sodaß die beiden Zahlen e,.—s und sich IxMe^fig wenig 
voneinander unterscheiden.^) 

Da das analoge offenbar für konvergente Zahlenfolgen mit schließ- 
lich 'Vorzeichen gilt, so Uißt sich das Ergebnis der in Nr. 3 

und 4 angestellten Betrachtangen folgendermaßen aussprechen: 

Ist die hmergente ZaMmfdge [c J Teeine mdl-Teormrgmte, so 
gibt es (w/ibegremt viele) Feme von positive», hdiebig ipmig von- 
emander versdiiedene» rationalen ZeMea e\ c", dergestalt, daß für 
oMe V, die &m gewisse noMrliche Zahl r errddien oder über-^ 
steige», odso für v'^r, eine der Beeidmugen bestäd: 

(2) c' < c, < c" bzw. — c" < c, < — d. 

1) Ifan haim den «nseUießenden Schiankoi e,. — < und (^ + * auch eine 
Form geben, welebe zom Anadmck bringt' daß jene btiden Zahlen nicht nur Üher- 
haupl, sondern such im Terhältms tu ihrer eigtnm Größe sich beliebig icenig von- 
einander nnterscheiden (was snweilen nfitzUidi erscheint, zumal wenn e,. sdbst ssär 
Jclei» ist). Wird nßmlich ein positiver echter Bruch 8 büiebig Mein angenommen 
und sodann e=.d.« gesetzt, so findet man: 

Cr- e=‘C,. — 8cc'^(l—g).c,. 

®r + ® *® Cr + d« g (t -f- d) • C,.. 
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Hieraus, im ZusamTnenhauge mit der Tatsache, daB die absoluten 
Betrage der Glieder einer null-konrei^enten Zahlenfolge schließlich be- 
liebig klein werden, folg^ weiter: 

Die dbsohite» Beträge der Glieder e^ einer honvergenten Zaldenr 
folge UeO)en stets unterhalb und, wenn die Folge Iceine nutt- 
konoargente ist, mm mmdesten von einer bestimmten Stäle db^), 
auch oberhalb einer positiven Zähl. 

5. Satz. Die Konvergeng einer Fdge [cj toird widit beeinträtMgf, 
wenn man eine begrenze oder unbegremte Menge von (Medern c, 
wegläßt oder die Glieder einer bdiängm TJmordm/ng mterwkft. 

Der erste Teil dieses Satzes kann auch folgendermaßen ausge- 
sprochen werden: 

Mit der Zahlenfolge [cj konvergiert auch jede aws ihr heraus- 
gehobene Folge. 

Beweis. Da die Definition der Xonrergenz einer Zahlenfolge nur 
über diejenigen Glieder etwas aussagt, deren Index eine gewisse (übrigens 
beliebig groß zu denkende) Zahl übersteigt, so folgt unmittelbar, daß die 
Weglassimg^ einer begrenden Anzahl von Gliedern auf die Konvei^enz 
der Folge keinerlei Einfluß übt. 

Es bedeute nun ferner m^, m^, • • -, m„, • • - eine unbegrenzte Folge 
ans der Reihe 0, 1, 2, • • • herausgehoibener wachsender Zahlmn Man hat 
aladann ausnahmslos 4», ^ r und zum mindesten ron einer bestimmten 
Stelle ab sogar «i, > v (mit Aussäduß der (BeicJdieif). Ans der Be- 
ziehung: 

folgt daher a fortiori: 

fär: v^«, p = 1,2,3,..., 

d. h. die Folge (c^, c^, • . •, e„^, •• •), also jede aus der Folge [e,] durdi 
W^la^Bung beliebig vieler Glieder entstehende (bzw. herausgehobene) 
Folge ist in der Tat konroi^^t. 

Es bedeute ferner {ef,ef,---,ef,--') eine Zahlenfolge, die ans der 
Folge (e^, Ol,-”, c,, • • •) durch, eine bloße Umordmmg der Glieder hrnnror- 
gegangen ist. Wird dann m zu beliebig voi^eschriebenem s ^ 0 so 
fixier!^ daß: 

I V ^ 1», p — 1, 2, 3, • • 

1) Die Folge konnte ja, ohne «ne miBäumvergente za sein, ein oder mehrere 
Ifile die HiM alt CHied emthaUen. 

2) Offenbar konnte man ahdh eine begrenzte Anzahl ron Gliedem belieb^ 
abäiidem^ ohne die Eonvergei» za beeinttOichtigen. 

Pzingihelm , TovlMuagen 1, 1. 


9 
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so nehme Ttian n bo groß an, daß in der Reihe der Zahlen Co > ^ 
die sämUÄdhm Zahlen c*, c^, • • •, Vorkommen und daher die Folge 
®»+i» • ■ • solche Zahlen enthält, welche der Folge c„, c„+i, • • • 
angehören, mit anderen Worten solche e^, für welche v^fn. Alsdann 
folgt aber, daß: 

ic^+j — Vl<® v^n, p = 1,2,3,- 

womit die Konvergenz der aus der Folge [cj durch Umordnung entstan- 
denen Folge der c/ erwiesen ist. 

6. TiliTiA Folge von Zahlen a^, welche durchweg einer der Be- 
dingungen genügt: 

(3) ör+i — «»^0 «»-n — 

soll monoton und zwar im ersten Falle niemals abnehmend^ im zweiten 
niemals zunehmend heißen. Ist durchweg: 

(4) > 0 hzw. < 0 

(mit Ausschluß der Gleichheit) y so heißt die Folge momtm zmämmd 
bzw. monoton abnehmend. 

Beispiele monotoner, niemals abnehmender Folgen bilden alle un- 
begrenzt fortsetzbaren Systembrüche 6^ (i; = 0, 1, 2, •••), Beispiele nie- 
mals zunehmender Folgen alle Systembrüche mit um 1 vermehrtem End- 

zähler, also die Zahlen von der Form + -“• Denn nach § 16, TTngl. (7) 

V 

(S. 97) hat man stets o, ^ dagegen i ^ ^ . 

Für solche monotom Zahlenfolgen gibt es ein überaus einfaches 
Kennzeichen der Konvergenz; es gilt nämlich der Satz: 

Sind die Zahlen mm mindesten für v'^m monoton und 
lieiben ihre absoluten Beträge unter einer endlichen Sdiranlce, etwa 
^a^\<ig, so ist die Folge der a, eine Jcowoergente. 

Beweis. Es seien, nm eine Festsetzung zu treffen, die a, für v^m 
niemods dbn^mend, also — o, ^ 0. (NB. Die können dabei po- 
sitiv oder negativ sein.) Angmionunen nun, die Folge (a,) wäre Jeeine 
konvergente, so müßte es eine positive Zahl a geben, derart, daß zu dem 
Bliede a,, teie groß auch v ai^enommen werden möge, immer noch ein 
späteres Gßied existiert, für welches die (nach Yoranssetzung nicht 
negative und bei Yeigrößemng von q nienuda abnehmende) Differenz 
«r+e ~ *» nicht unter jen« positiven Zahl a Hegt, also: ~ ^ 

Man könnte also aus der Folge (oj eine uhbegrenet fortsetzbare Folge 
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von Gliedern • • •, • ' ‘ ierauslieben, dergestalt, daß: 


®»+fi 

®«+f» ~ ®"+fi 




Darcb Addition dieser Ungleichungen würde sich sodann ergehen: 

««+?i - ^ 

also: 

®a+p^ ^ ®n ^ 

d. h. müßte, da es ja freistehi^ h, also auch "ka, unbegrenzt zu ver- 
größern, schließlich jede noch so große positive Zahl überste igen, was 
der Voraussetzung widerspricht. Somit war die obige An- 

nahme unznhissig, d. h. die Folge der muß eine konvergente sein. 

Für eine niemds gunätmende Folge (bj folgt dann die Bichtigkeit 
unserer Behauptung nnmittdbar aus der Bemerkung, daß ja die Folge 
(— bj eine nienuAs äbnämende, also konvergente ist, sofern nur | b, | < ^. 
Gleichzeitig mit der Folge (— b,) ist aber allemal auch die Folge (b,,) 
eine konvergente, da ja: 

I M - 1 - 6.+, + M - - (-»,) I- 

7. Satz. Bat man mei konvergente ZdKlenfdgen [aj, [b,], so kon- 
vergieren auAi die ZaUenf eigen: 

(». + &.)» (»,U 

und, falls die Fdge [b J keine null-konvergente und kein emednes 
b^ = 0 ist, auch die ZoMenfolge: 



Beweis. Setzt man: 

i 

so folgt: 

®*>+f (®»+p ®r) i (^» + (1 ®») 

W^en der Konvergenz ^er Folgen [aj, [bj läßt sich n zn jedem 
s > 0 so fizierm, daß gleichzeitig: 

und daher in demselben Um&nge: 

(5) 1 j - tf, 1 ^ I - o, l-J- 1 b,+ j - b, I < s , 

sodaß also die Folge der e„, d, h. der /»,-!- b, bzw. o,— b, konvergent ist 

9 * 
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Setzt man zweitms: 
so folgt: 


«A' 


''Vf 


*“ ” ®,) ”1" ®iiC^»+ j ~ ■ 

Aus der Konvergenz der Folgen [oj, A] (®- ^ »o» 

Schlüsse), daß die \a^\, |l!)„{ dnrcliweg unter einer endlichen Schranke 


bleiben, etwa; 
und daher: 


\ay\<ff, \K+e\<S> 

i C.+9 - c, 1 < fl^d^r+e - o,; + K+^ - ^,1)- 

Wird jetzt n so gewählt, daß gleichzeitig: 


i ®»+e 


-<i<Tg^ ^ (> = 1 , 2 , 3 ,. 


so folgt, daß in demselben TJm&nge: 

I ~ ‘’y I ® ; 

also die Folge der c,, d. L der o, hmvergml ist. — 

Wird jetzt ausdrücklich vorausgesetd^ daß die h, durchweg von Null 
verschieden und daß die Folge A] ^®ine nnll-konvergente ist, so folgt, 

daß die (v= 0, 1, 2, • • •) durchweg bestinunte Zahlen sind, deren abso- 

lute BetiSge tml&rhdlb einer gewissen Schranke bleiben (da ja nach dem 
Schlußsätze von Nr. 4 die |by| dberhaCb einer positiven Zahl bleiben 
müssoa), etwa: 


Man findet sodann: 


^ ^ r.' 

T\<9- 


1 1 









<e für 

wenn » so fixiert wird, daß: 


Somit ist unter den bezüglich der 2>, gemachten Einsohriinknngen gleich- 
zmtig mit dw Folge der h, auch diejenige der ^ eine liom&rgente. 

Wegen ^ ®, • x öi^S^bt sich dann schließlich mit Hilfe des un- 

C/y Oy 

mittelbar zttvor gefimdeneu Resuliais aucli die Konvergenz der Folge 
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Zusatz. Setzt man o, = a (für jedes v), was gestattet ist, da ja 
eine Folge aas lauter gleichen Gliedern a offenbar konvergent (sogar 
ratiotuärhmvergent) ist, so ergeben sich noch die folgenden Spezialsätze: 

Ist [bj ei«« Jconvergmte Folge, a dm von NuU versdüeckne 
ZaM, so sind audi (a±b,), (ab,), konvergente Zcdüenfolgen 
und, unter den oben hesUgUch der b, gemadden Einsehränhmgen, 
<meh[^^ 

8 . Die in der TOiigen bTummer bewiesenen Sätze über Addition und 
Multiplikation lassen sich ohne weiteres auf eine beliebige AnKahl kon- 
vergenter Zahlenfolgen übertragen. Insbesondere folgt durch (m — 1 )- 
malige Anwendung des Multiplikationssatzes auf die Zahlenfolge [a,], so- 
wie des Satzes über die Eonvergenz von bei Yoraussetzung der 
Konvergenz von (b,) und gewissem EinschriLnkungen: 

Ist m dne natürliche ZcM, so konvergiert glddiedtng mit der 
Folge (a,) auch die Folge («,“); ebenso die Folge ( 07 ®), wenn 
die a„ durdmeg von Ntdl verschieden und die Folge der a„ keine 
nuU-konvergente ist. 

Auch lassen sich offenbar die Resultate, die sich auf die Konvergenz 
von Zahlenfolgen der Form (a,±b,), (a,b,), beziehen, auf solche 

Zahlenfolgen übertragen, deren Glieder durch komhinierfe Anwendung 
versdiiedener rationaler Bechnungsoperationen aus den Gliedern konver- 
genter Zahlenfolgen heigestellt sind. Versteht man etwa unter einem 
begreneten rationalen AMsdruck R(a;,, b,, •••, Ä,) eine Verbindung der 
Zahlen a„ b„ • • (^ einzelne v — 0, 1, 2, • • •) und eventuell 

einer gewissen AnzaÜ fester (d. h. von v unabMngiger) Zahlen mit Hilfe 
einer bestimmten (d. h. wiederum von v unabhängigen^)) Anzahl für 
jedes V unveränderlicher rationoder Operationen, so gelangt man durch 


1) Es darf also insbeBOiidere v bei der Bildung von M nicht als Eb^onent 
der av, &»,••• auftreten. Ist z. B. « 1 + — i ß^> gekört der Axisdruck + — j 

nicht der Form an, sodaß also ans der Konvergenz der Folge + 

nicht ohne weiteres auf diejenige von geschlossen werden darf. (NB. Da- 

gegen kann v sehr wohl in den einzelnen Oi», öy, • > • als Exponent von Zahlen 
anftreten, die von v unabhängig sind, z. B. ; 
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fortgesetzte Anwendung der rorstelienden Ergebnisse zu dem folgmiden 
allgemeinmi Satze, welcher jene ersteren als spezielle Eälle entl^t: 

Smd die Folgen (a,), (6,), • • •, (*,) Tconvergent und bedeutet 
• • •, emen begreneten rcdioncden Ausdruck, so ist cMch 
(B{a^, h^, • ••) k^) eine konvergente Folge, vorausgesetzt, daß keiner 
der »» E(a„ Ä,) auftretenden Nenner Null ist oder einer 
wutt^komergenten Folge angäärt. 


§ 23. Beflnltioii der allgemeiiieii reellen ZaUen durch konyergente 
Zahlenfolgen. — Die Tier Spezies mit reellen Zahlen. 

1. In § 19 wurde gezeigt, wie man die rathned-konvergentm Zahlen- 
fblgen, die ja nur besondere Typen der schlechthin konreigenten Zahlen- 
folgen bilden, als JErsatz, d. h. als neue Zeichen fOr raiionede ZoMen ein- 
schließlich Ntdl Terwenden kann. Wir* machen mm den analogen Schiiti^ 
wie bei der EiufWhrnng der rationalen Brhohe (§ 8, S. 42) und der allge- 
meinen Oiffeienzensymbole (§ 11, S. 56): wir fBhren ciBe mögUtiim kon- 
vergüten Folgen [cj als neue ZaMzeüAen ein. Sind die Itotreffenden 
Folgen roHonei-honvergent, in welchem Falle wir Ton jetzt ab statt der 
bisher benützten spezielleren Bezeichnung {c,} die für edle konvergenten 
Folgen eingeführte [cj gebrauchen wollen, ist also: 

[Cy] — e (d. L eine rationale Zahl), 

so bestehen für die VergUiehung solcher Zahlzeichen und för das Bedtnen 
mit ihnen bereits die in § 19, Er. 4 angegebenen Regeln, welche in Wahr- 

heit lediglich "Oberkragungen der fOr rationale Zahlen bzw. Null geltenden 
Giesetze in die neue Sdreibwdse sind. Wir setzen nun fest, daß diese 
für dOe Zahlen von der Form [ej Geltung haben sollen, mit an- 
deren Worten:' wir deßnieren für den Fall, daß mindestens eine der zwei 
Zahlen [ej, [c/] keine rationale Zahl (emschließlich der Null) sein sollte, 
deren Oleidiheit bzw. Unglädiheit, sowie ihre AddUion und Medti^ßkoMen 
durch die in § 19, Nr. 4 (S. 115, 116) mit (I)— (EQ) bezeichneten Formeb. 
Zur Durchführung dieses Prinzips bedarf es nur noch der folgenden Be- 
merkung. Ist die Folge der c^ eine rationoA-konuergente, jedoch nicht miBr 
hmvergeni, so stallt [cj eine bestimmte positive oder negatioe rationale 
Zahl dar, es besteht also unzweideutig eine der beiden Beziehungen: 

(1) [<v]>0 bzw. [cj<0. 

Ein sicheres Kennzeiehen dafür, weliiher der beiden Fülle eintritt, bildet, 
auch wenn man die geuidudiehe Form der rationalen c ^als jpinze 
Zahl oder reduzierten Bruch) gar nicht kennt, der Umstand, daß äße c,. 
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zum miudesieu tou einer bestinunten Stelle ab, im ersten Falle durcb- 
vreg posUiVf im zweiten durchweg negativ sind. Da abmr diese Konstanz 
des Vorzei^ens nach § 22, Nr. 3 (S. 127) bei alle» konvergente» Folgen 
außer den n/uH-konvergentat Torhanden ist, so hat sie auf Gbmnd unseres 
Prinzips geradezu als BefmUion füi den Inhalt der Ungleichungen (1) 
zu dienen, Mls die Folge der keine rational-konrergente ist. 

2. Hiernach ergibt sich jetzt folgendes. Das Zeichen [cj jeder be- 
liebten konvergenten Folge rationaler Zahlen e, (v — 0, 1, 2, • ■•) gilt als 
Zeidbien fdr eine bestimmte 2ähl und zwar hat man auf Grund bereits 
früher getroffener Festseiznngen (s. § 19, Nr. 3, GL (4), S. 115): 

W-0, 

wenn die | c, | mit unbegrenzt wachsendem Index hdiäng Mein werden. 
In jedem anderen Falle hat man: 

[cj>0 oder [cj<0, 

je nachdem die c„ zum mindesten Ton einer bestimmten Stelle ab, 
foe^ positiv oder äu/rchweg negativ sind.^) 

Zur Vergleichung zweier solcher Zahlen [cj, [«„'] dienen dann die 
in § 19, Nr. 4 (S. 115) für den Fall rational-kouTergenter Folg^ be- 
reits bestehenden Begdn (I), also: 

JEs ist: 

^ ( (») wenn: [e,_cJ-0, 

^ 1 (b) [cj ^ M, je nachdem: [c,-O^0.*) 

Um diese Formeln auch auf den Fall aoznwenden, daß an die Stelle 
Ton [c/] eine rationale Zahl e' in der gewöhnlichen Form trit^ hat man, 
wie bereits bei Gelegenheit der analogen Selxachtungen über rational' 
konvergente Folgmi erörtert wurde, e' als durdi eine Folge von lauter 

1) Jede aadeie Möglichkeit ist ja wegen der voniugeseteten Zonvergen» der 
Folge naeh § 22, Nr. 8 defimtiv BnigeuhloBeen. 

2) Mm erkennt ohne weitetee, daß dien Definitümen der Gleiehheit hsw. 
TTngltichheit mdertpnuJufrei tind, d. h. ans: 

folgt anf Oxnnd der Definition (la), daß andi: 

E*J “ l*» ' 1 - 

Analog folgt ans: . . 

E^KEcrl^.M^EO. 

daß: 
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gleichen Gliedern c' definiert anzusehen, also das Zeichen c' durch [c'] zu 
ersetzen. Man findet somit: 

(P‘‘) [<5,3{^}c'> je nachdem: [c, — 

Jede durch eine kourei^ente Folge rationaler Zahlen definierte bzw. 
definierbare Zahl soll eine retMe Zahl heißen. Die Menge der reälen 
ZaJüm (welche nach dem bisher gesagten auch diejenige der raMoncden 
ZcMen einscfiiließlich der Null enthält) ist auf Grund der Formeln (I) eine 
geordnete im Sinne von Mr. 1 der Einleitung: jedem ihrer IndiTidueu 
kommt ein mndeutig iesHmmter Fkcte innerhalb der Gesamtheit zu, aber 
(wie dies ja schon bei den rationalen Brüchen sich zeigte) wAegrenet 
vielen der beiareffenden Zahlzeichen dersdbe Platz. Mit anderen Worten: 
jede konvergente Zahlenfolge stellt eine einsige ZaM dar, aber jede Zahl 
wird durdi unbegremd viele versdtiedene ZaMenfdlgen dai^estellt. Denn, 
bezeichnet man mit d^ (v^^O, 1,2, • • •) die Glieder irgendeiner ntdl- 
konvergenten Folge (deren es ja unbegrenzt viele gibt), so hat man auf 
Grund der definierenden Formd (la) stets: 

[«» + =* [cj- 

Da jeder nidd-periodisehe unbegrenzt fortsetzbare Systembruch eine 
konvergente Zahlenfolge [ 0 J liefert, also nunmehr eine bestimmte posi- 
tive reelle Zahl darstellt, da andererseits na<fix dem Ergebnis von § 20, 
Nr. 1 (S. 117) ein solcher Systembruch niemals dieselbe Zahl darstellen 
kann, wie ein periodischer, also sicher keine rationoile Zahl, so folgt, daß 
die Menge der redClen Zahlen unbegrenzt viele neue Individnen enthält, 
die wir als üraiHonede Zahlen hezeidmen. Wenn hiernach jeder unbe- 
grenzt fortsetzbare niehtperiodisdie Systembruch eine IrrationakaM, dar- 
stellt, so wird dieses Resultat im nächsten Paragraphen noch durch den 
Nachweis vervollständigt werden, daß such vmgMvrt jede Irrationalzahl 
durch einen soldien Systembruch (mit beliebig vorgeschriebener Basis) 
darstdlbsr ist. 

3. Ein Blick auf die definierenden Formela (Q zeigt unmittelbar, 
daß gerade so, wie die Konv&rgene der Fdge [cj durch We^ßasaung oder 
Äländerung einer i^emtm Anzahl von Gliedern nicht beeinflußt wird, 
auch die Z(M [cj hiedurch keine Änderung erleidet. 

Aber auch die W^lasrn^ einer wibegreneten Anzahl von Gliedern 
oder eine beliebige Umordnvng derselben übt gerade so wenig wie auf 
die JSmvergenz der Folge auf die dur^ sie dargestellte reelle Zahl irgend- 
welchen Einfluß. Es gilt also (mit Beibehaltung der beim Beweise des 
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entsprechenden Konvergenzsatzes, § 22, Nr. 5 (S.219), benützten Bezeich- 
nungen) der fönende Satz: 

Beeeichnet mm mit c/ (v = 0, 1, 2, • • •) die Glieder emer 
a/u$ der Fdge der c, (v •= 0, 1, 2, • ■ •) durch Uoße TJmordnung 
hmiorgdmde» Folge; mü (y =- 0, 1, 2, • • •) diegemge» einer 
cm der Fdge der e, herausgehoienen Folge, so ist: 

(2) M-k], 

Beweis. Man liat für beliebiges m und v identisch: 

also: 

je,, — c,l ^ lc„ — c„] -H !c, — c„|. 

Man bann alsdann zu beliebig TOigeschxiebenem rationalem e > 0 zu- 
nächst m so fixieren, daß: 

^ v^m, 

sodann » > «» so auswahlen, daß die Folge der c/ für v ^ n nur noch 
solche e, enÜ^i^ deren Index ^ m ist, und man findet daher: 

iV— «ml <T 

Da die erste der vorstehenden zwei Ungleichungen a fortiori für v ^ n 
besteht, so ergibt sich: 

|c/ — c,l<6 für 

sodaß also die Folge [c/— cj eine mdl-homergente und daher, wie be- 
hauptet, 

M-W 

ist. 

Um den zweiten Teil des ausgesprochenen Satzes zu beweisen, hat 
man nur zu beachten, daß zum mindesten von einmr besidmmten Stdle 
ab stets is^ somit 3,j durch Wahl einer passenden unteren 

Schranke n für v beliebig klein wird und daher: 

sidi ergibt. 

4 Mit Bücksicht auf räne weiter unten zu machende Anwendung 
verbeut bemerkt zu werden, daß der zweite Teil des vorstehenden Satzes 
die folgende Axt der Umkehrung gestattet; 
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( 3 ) 


Sind [c,"] etoei hmergmte Folge» von der Besdtaffen- 
heii, daß: 

so honvergiert cmudi jede oms den Zahlen ej, c” msammengesetete 
Fo^e, md man hat, wenn deren Glieder mit heeädaiet werden: 

M-M (-fo"])- 


BeTreis. Da die schliedliche Anordnung der zusammengesetzten 
Folge auf das Besultat keinerlei EiufluS fibt, so genügt es, diejenige Art 
der Zusammensetzung in Betraebt zu ziehen, bei welcher auf jedes ein- 
zelne Glied e, immer das entsprechende c/ folgt. Die Glieder der zu- 
sammengesetzten Folge: 


Ozt " *> ■ • ■ 

lauten dahm folgendermaßen: 


und man findet: 


V; O fl'» V'» 


*> > 



fijK+i “ ~ + (f// —fp’ 

Da — c^l, ■wegen der Konywgenz der Folge [c,'], 

I — c" I wegen [c^ — durdi passende Wahl einer unteren Schranke 
für fl beliebig klein werden, so gilt das gleiche für — 
i f*M+i “ %+i I , «0 daß in der Tat: 


sich ei^pbt. 




5. Zur DefiniHon der Addison und MtdHjoÜJxdion zweier b^ebiger 
reeller Zahlen [a,], [bj dienen auf Grund der bereits in Nr. 1 (S. 134) 
angekündigten Methode die nach § 19, Nr. 4 (S. 116) für den Fall 
rationed-hmoergenter Zahlenfol^ zu Recht bestehenden Formeln (II) 
und. (III), also: 

(D) K] + tM-[..+»J, 

OH) W ■ PJ-Ky, 


deren rechte Seiten bestimmte Zahlen vorstellen, da ja die Fonvergene 
der rechts auftretenden Zahlenfolgen in § 22, Nr. 7 (S. 131) bereits er- 
wiesen wurde. Diese Formeln umfassen auch wieder die besonderen FtUle 
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[öj — a bzw. [6J = J (d. L rational), sofern man a bzw. h durch [a] 
bzw. [6] ersetzt.^) 

Es ist dann vor allem festzustellen, daß die Formeln (Q) und (lE^ 
auch Trirklich emdeutige Resultate liefern, d. h. solche, die lediglich Ton 
den Zahlen [oj, [6J, nicht aber von der besonderen Wahl der zu ihrer 
DarsteUnng dienlichen ZälUmfolgen abl^ngen, daß also: 

(Ha) [< + M=-K + 6,], 

(ma) [«AT-KM, 

wenn: 

(d. h. [a;-a,] - 0, - 0). 

Die Richtigkeit Ton (11a) ist unmittelbar ersichtlioh, da ja: 

[(V+^O-KH-^)] - [«-»,)+(V-^)] - 0 

(TgL § 19, Nr. 3, S. 115). Zum Beweise von (lila) hat man zunächst: 

[a/JJ - [aA] 

wegen: 

(t{^ § 19, S. 115, Fußnote 2). Da sodann analog: 

[<vj - [«;y , 

so findet man schließlich, wie behauptet: 

Auch erkennt man unmittelbar ans der Beschaffenheit der rechten 
Seiten, daß die durch die Formeln Q[l), (Hl) definierten Operationen den 
ursprünglich fOr natürliche Zahlen abgelmteten Qmndgesetzen der Ad- 
dition und Multiplikation genügen, nämlich: 

[<»»] + P,] - PJ + [«,]. [«»] + [^ + «J “ [«» + M + W 

und: 

W • PJ - P.] • PJ, [«,] • P,+',] - [«.] • PJ + [«.] • PJ. 
[«•.MP.]-P.]P,«,]- 

Daraus folgt datiw weiter, daß für die Multiplikation yon Summen be- 
liebig vieler resRer Zahlen mit anderen reellen Zahlen oder auch wie- 
derum mit Summen reeller Zahlen dieselben R^dn gelten, wie für 
raikntcäe Zahlen. 


1) D. h. man hat: 


» + [Üt] ■■ [e + tj« 

a • ahe] utü 
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Aus (II) und (III) ergibt sich mit Benützung von (Ila), (lila) noch 
ohne weiteres, daß: 

(4) [<] + [M “= [oj + [Kl M • IK] = [» J • [Kl wenn: [O = [a,]. 

Es gilt aber auch wiederum das TJmgekäirte, sofern man bei der Multi- 
plikationsformel noch die Bedingung hinzuftgt, daß [bj von Ntdl ver- 
schieden sein soll (zum Beweise dient dann die letzte Bemerkung in Fuß- 
note 2, S. 115). 

Schließlich findet man auch ohne Schwierigkeii^ daß aus der Voraus- 
setzung: 

bzw. M>o 

allemal folgt: 

[<] + [y>[»..] + Pv] bzw. [aJ + [M>[bJ; 


daß ferner ans: 
sich ergibt: 


M>M, [M>o 


6. Wie in § 22, Nr. 7 (S. 131) gezeigt wurde, ist mit den Zahlen- 
folgen [aj, [6J auch die Folge [a, — 6J eine konmrgmtef ebenso die 

Folge wenn die Folge der 6, keine nuU-kouTergente und jedes 
einzelne K verschieden isi Wenn es sich lediglich um die 

ZcM (nicht um die gesamte ZaMei^olge) handelt, kann man von 

der letsterm Nebenbedii^ng absehen, wenn man berücksichtigt, daß 
Glieder von der Form b, =• 0 nur in begrenzter Anzahl Vorkommen 
können, sofern nur die Fo^e der K null -konvergente ist, 

und daher durch W^lassung einer gewissen Anzahl von Anfiii^- 
gliedem beseitigt werden können. Wir wollen dann festsetzen, daß in 

diesem Falle unter diejenige Folge bzw. Zahl verstanden werden 

soll, welche nach Weglassung einer passenden Anzahl von Anfangs- 
gliedem als wohldefinierte übrig bleibt. 

Auf Ghrund der Definitionsformeln (II) und (HI) hat man sodann: 

[«»-y + U>v] “ W» 

[g • [».]-Ki, 

woraus sich unmittelbar die folgenden Formeln zur Definition der IHffe- 
rene und des Quotient&t zweier beliebiger reeller Zahlen ergeben: 

(IV) 

W fej-ß] (W$o). 
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Dabei folgt unmittelbar aus der Umkehrung der Grleichung (4), daB es 

neben \a^ — bzw. keine weitere Zahl [a;J geben kann, welche 
der Gleichung: 

M + (^]“Cav]» feüw- J • Pr] “ [«j 

genügt 

Für den Fall, daß an die Stelle von [a,,] oder [1>J eine Bationalzahl 
in der gewöhnlichen Form tritt, gilt dann wieder die in ähnlichem Zu- 
sammenhänge schon mehrfach gemachte Bemerknng.^) 

Dnrch wiederholte Anwendung der Definiidonsgleichnngen (II) — (V) 
lassen sich die betreffenden Rechnnngsoperationen auch anf eine belie- 
bige Anzahl reeller Zahlen übertragen. Insbesondere ergibt sieh durch 
(m — l)-malige Anwendnng der Multiplikationsr^d QQl) anf die Zahl [aj 
zur. Defmition der Totene mit positivem gamgahUgen JEaponenten m die 
Beziehung: 

(5) [<*.]” =*[«/*]• 

Ist [aj Ton Null verschieden, so ergibt sich weiter: 

[öj"™ = - [-^J , 

also schließlich: 

(6) [aj-“ - [o-»»]. 

Ferner: 

(7) [oji”* • [aj±» = [o,*“] • [a,±"] -= [o,*“*»] - 
ln analoger Weise: 

(8) ([o,]”)" - Kr", K3“-pj”“(K]-[y)"*, 

d. h. für das Bedmen mit Potenzen beliebiger redler Zahlen gelten die- 
sdben B^eln, wie für die Potenzen rationaler Zahlen. Insbesondere 
findet man noch: 

(Kl + Pv])"- 

-[K + W 

= K"* + (»»)i a,““ ‘ K + (»»)* »r “ * V + • • • + &,"•] 

(9) - Kr + (»»x • Kr + (»»x*Kr +•• • + P.r, 

d. L der hmomsche Satg (§ 14, Nr. 5, S. 91) gilt auch für beliebig 
reelle Zahlen. 

Bedeutet schließlich JB(K], P,], •"» PJ) ii^ndeinen aus den reellen 
Zahlen K], PJ) ’ ‘ *> PJ eventuell nodi irgendwdchen rationalen 


« — [&»] — [a—hr] 



1) D. k man hat: 
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Zalilen zusammengesetzten, hegremtm raHonalen Äusäruek (vgL § 22, 
Nr. 8, S. 134), so erscheint derselbe, vorausgesetzt, daß keiner der etwa 
vorhandenen Nennar NuU ist oder einer mMtmverget/dxn Folge angehSrt, 
auf Grund der Formeln (II) — (V) durch die Beziehung bestimmt; 

(10) UdaJ, [5,], . . [*,]) = [i?(a„ *,)] , 


welche dAnn umgekehrt die Torangehenden Bechnungsregeln als spezielle 
Falle umfaßt. Dabei stellt wiederum die rechte Seite dieser Formel eine 
bestimmte, von der besonderen Wahl der zur Definition der Zahlen 
[®v]; PJ» • • ’s benützten Zahlenfolgen unabhängige reelle Zahl vor, 
d. h. es gilt der Satz: 

Ist: 

(11) M-M, M-M. 

SO besieht atieh die Sesi^umg: 


( 12 ) 


[B«, V, ' • *, *=,0] “ K, • • *, 


Obschon die Richtigkeit dieses Satzes durch wiederholte Anwendung 
und Zusanunen&ssnng der bisherigen Einzelergebmsse unmittelbar er- 
kannt wird, so wollen wir denselben nochmals in seiner ganzen Allge- 
meinheit direkt beweisen, um bei dieser Gdlegenheit eine Beweismethode 
einzuführen, die sich auch spätohin noch als nützlich erweisen wird. 

Bezeichnet man mit [aj, ßj, • * •, [kJ Zahlenfolgen, die ans den 
Gliedern (a/, o,'^, (6/, • * ■> (V» K”) eusammengesetst sind, so sind 

diesdben nach Nr. 4 dieses Paragraphen konvergeni, das gleiche gilt dann 
auch von der Folge [N(a„, b«, *■*) kJ] (nach § 22, Nr. 8, S. 134), sodaB 
diese letztere eine bestimmte re^ ZcM vorstelli Zerlegt man sodann 
diese Zahlenfolge in die beiden Teilfolgen [iZ(a/, b/, • • • , k,')] und 
[B(a", b", • • •, k/')], so stdlen auch sie bestimmte reelle Zahlen vor 
und man hat nach Nr. 3 dieses Fan^^phen: 


b,,, ' 


;K)h 


[jj(a;,b;, ...,k,')] 

[R«',b;',-,V')] 

womit die Richtigkeit der Behauptung (12) erwiesen ist. — 

Sind insbesondere [aj, [bj, • • •, [kJ raÜoncde Zahlen, etwa: 

[aj-o, [bj-b, [kj-k, 
so folgt zunächst aus (12): 


[R(a„ b„ . . •, kJ] - [R(o, b, • • •, k)], 
d. L man findet schließlich: 

(13) [5(0,» b,, • • *, kJ] — R(o, b, • • •, k) . 
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7. Bedeutet [öJ eine positive Zahl, mit anderen Worten, liegen die 
einzelnen a, zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab oberhalb 
einer gewissen positiven Zahl, so ist offenbar [— a J eine negcetive Zahl, 
und zwar findet man auf Qmnd der Additionsformel (U): 


Daraus folgt, daß: 


[a J + [— «v] = [o, — o J = 0 . 


wofQr wir wiederum kürzer schreiben: 


(14) [-0,1 [oj. 

Die Zahlen [a„] und — [aj heißen dann wieder entgegengesetst und 
die positive Zahl [aj ihr gemeinsamer oM/itter Betrag: Da aber wegen 
[aj>0 zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab durchw^ a,>0, 
also a« ■■ |a«| sein muß, so eigibt sich: 

(15) l±[o,]H[l«,l] = r|-a,|]. 

Bedeutet jetzt [cj eme beliebige posHä»e oder negatme Zahl, so findet 
man also für den äbsohcten Beirag von [cj die Beziehung: 

(16) IWl-[kJ]. 


§ 24. Die Irrattonalzalileii. — Ihre Darstellharkelt durdi 
unbegrenzt fortsetzhare Systembrftdie. 

1. Bedeuten a, a' irgendzwei rationale Zahlen, [cj eine reelle Zahl 
bdieb^en Vorzeichens und hat man beständig: 

(1) ö^c, etwa für 
so ist auch: 

(la) 

Denn aus (1) folgt, daß die Zahlenfolgen [o,— a], [a' — c^ für v^» 
nur noch Glieder enthalten, die ^ 0 sind. 

Aber auch im Falle: 

(2) a < c, < a' für V ^ n (mH Ausedttaß äar CH^ehheit) 
IranTi zunächst immer nur geschlossen werdei^ daß wiederum: 

(2a) a ^ [c,] ^ a' (mit EinsdAuß der QlekAiheit).'^) 


1 ) 

■teti: 


Dagegen folgt vmgikäut aus: 

« < W < 


« < c» < «' 


mm mindeiten von mier beelammten Stelle ab. Denn die notite dieser Be- 
nehnngen bildet ja nach der Gnindfionnel (F^) von Nr. t des vorigen Paiagrapben 
(8. 186) geiadesa die J^efknitim fBr den hibalt der «rsf^ 
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Dena obschon jetzt die ZaUenfolgen [c, — a], [«'— cj für durch- 

weg aus wesentlich posümm (von 0 verschiedenen) Gliedern bestehen, so 
konnte doch die eine der beiden Folgen eine waOi-lconv 0 tgenie sein, in 
welchem Falle dann [cj «=■ a bzw. [cj «=■ o' wäre. 

Steht jedoch von vornherein fest, daß [c,] eine IrraMowäeoM voiv 
stellt (was z. B. der Fall ist, wenn den i/-stelligen Anfangsabschnitt 
eines unbegrenzt fortsetzbaren nicht-periodischen Systembmchs bedeutet), 
so ist die Möglichkeit der OleiMeit mit einer rationalen Zahl definitiv 
ausgescMossm, sodaß also in diesem Falle aus der Voraussetzung (2) 
mit Sicherheit geschlossen werden kann, daß: 

(2b) a < [c,] < a' (mit ÄussiMuß äer GlekJümt). 

Bedeuten ferner [aj, [a/] zwei hdiänge redte Zfdilen und hat man 
für 

(3) 

so läßt sich zeigen, daß: 

(3a) 

Denn die Voraussetzung < [cj für ^ m, also: 

»«<[CrL a»+i<[cj, •••, 

besagt, daß jede der Zahlenfolgen: 

eine negcetive Zahl liefert. Infolgedessen hat man zunächst: 


tn 

— c,<0 

etwa 

fOr 


®m+l 

-e,<0 

w 


v^n'. 

®m+» 

— Cy<0 

n 

99 

v^n" 


usf. in infinüum, kann daher eine unbegrenzte Folge wadisender natür- 
licher Zahlen: 

"• 

so auswählen, daß: 

, «».-«..< 0 , «».+*-«,.< 0 , •••, 

also: 

und daher, wenn man noch berücksichtigt, daß •= [o,"], [c ] — [cj, 

sdiUetlioh: ' 

In analoger Weise ergibt sich: 
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2. Ist Cy das allgemeine CQied einmr konrergenten Zahlenfolge, s ein 
beliebig klein za denkender echter Srach, so laßt sich nach § 22, Nr. 4, 
Ungl. (1) (S. 128) « so fixieren, daß: 

(4) c,— fi<c, <c„ + s fär 

Daraus folgt zunächst mit Benützung der Ungleichungen (2) und (2a), daß: 

(4a) + 

und, falls [oj eine Irrationalzahl ist, nach UngL (2b): 

(4b) — 6 < [cj < c„ + 6. 

Wegen der Willkärlichkeit Ton e ergibt sich also: 

Jede irrationale Zähl läßt sidi emsehen wrJtegrensst viele 
Paare von rationalen ZaJden einsddießen, darunter auch solche, 
deren Differenz dne hdidng Mein vorge8ehrid>ene Z(M lädd 
ubersteigt. 

Hieraus folgt insbesondere, daß sich jede Lrrationalzahl zwischen 
zwei aufeinander folgende ga/mse Zahlen {NiM inMusire) einschließen laßt, 
wie zwar für jede nidit^anze Zahl ohne weiteres aus der Anordnung des 
Systems der reellen Zahlmi herroigeht, jedoch mit Benützung der zur 
Definition der Irrationalzahl dienenden Zahlenfolge [cj und der ün^ (4b) 
noch in folgender Weise prilzisiert werden kann. Nimmt man in UngL (4b) 

fi < Y, also + « — (c, — e) = 2c < 1, so li^ zwischen — c und 

c, -f* £ entweder Iteme oder höchstens eine ganze Zahl. Bedeutet dann g 
die größte ganze ZcM, welche ^ c, — c ist, so hat man im ersten der ge> 
nannten Fälle: 

^ < [c J < ‘'n + « ^ ^ 1 

und daher: 

(5) ^<[cj<^ + l; 

im zweUen Falle: 

^^c,-e<[cJ<c, + c^p + 2, 

also: 

(6) entweder: oder; + 1 < [cj < 5 ^ + 2. 

3. Mit Hilfe des Torstdienden Ergebnisses können wir jetzt den fol- 
genden, sdion früher (§ 23, Nr. 2, S. 136) angekfindigten wichtigen 
Satz beweisen: 

Jede IrrationalzaHl [cj lä^ sich durch einen und nur einen 
unbegrenzten, niemcds periodischen Systembruäs mü vorgesehridbener 
Basis b darstdlen- 

Beweis. Es werde zunächst [cj als positiv angenommen. Für jede 
bdiebige natürliche Zahl h ist gleichzeitig mit [ej eine posiUve 

Pringilieim, Torlesunge&X, 1. 10 
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Irrationäleähl. Demi man hat: ■= V • [cj > 0. Und, wäre [6*cJ 

eine rationale Zahl a, so hatte man: 

[ 6 ^ 0 ,] = 5* -[ 0,3 = 0 , also: 

d. h. auch [o,] müßte rational sein. 

Hiernach muß eine Zahl existieren, die entweder positiv und gone 
oder Null ist und der Bedingung genügt: 

(7) + 1 (Ä = 0,l,2,...).i) 

Ansdog ergibt sich, wenn man h durch h -f 1 ersetzt, eine Beziehung 
Ton der Form: 

(ß) 9k+x < < Ä+J + 1 • 

Andererseits findet man durch Multiplikation der vorhergehenden Un- 
gleichung mit dem Faktor h : 

(9) + 

Da aber und 1 die beiden unterhalb und oberhalb 

näehstgdegenen ganzen Zahlen (wobei g^^i erentuelL auch die NuU ror- 
stellen kann), so zeigt die Yei^eichnng von (8) und (9), daß: 

^9k^9i+i) 9k+t+^^^9t + ^> 

also: 

^9k ^ 9k+i ^ ^9k + ^) • 

Hiernach ^t sich in die Form setzen: 

(10) + «*+!> ^0- 

und man findet daher durch Division mit 5*+^: 

_ Sk , ***+1 ^ 

6*+^ 6* 6*+i * 

1) Maa beachte, daß zur Bestimmung der Zahl nicht die tägliche lrrati<maU 
zahl selbst, sondern, wie die Betrachtungen der vorigen Nummer des näheren zeigen, 
lediglich ein passend auszuwählendes Glied der definierenden rationälen Zahlenfolge 
gebraucht wird, womit fireilich keineswegs gesagt sein soll, daß eine solche Auswahl 
allemal mit Hilfe einer endlichen Anzahl irgendwelcher Operationen bewerkstelligt 
werden kann. Besitzt aber die Zahlenfolge Termöge ihres Bildungsgesetzes die 
hierzu erforderlichen Eigenschaften, so liefert der im Text gegebene Beweis fax die 
Darstellbarkeit von [ej durch einen unbegrenzt fortsetzbaren Systembmch zugleich 
ein bestimmtes rationales Becbnungsverfahren, um jenen Systembruch bis zu einer 
beliebig vorgeschriebenen Stelle wirklich herzusteOm. Will man nur seine Existenz 
beweisen, so kann man etwas kürzer folgendermaßen schließen. Nach Nr. 2 gibt 
es zunächst eine natürliche Zahl g^ + 1, derart, daß: + 1- Bildet 

man 'sodann: ^ ^ ^ 

ffvi ^0+^1 • * -f go H g 1 5^0 + 1» 

so muß [cj zwischen zwei Zahlen dieser Gruppe liegen, etwa: 

+y <tcJ<go (wo: 0^ai<b — 1) usf. 
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Setzt man Mer der Beihe naoli Ä; 0, 1, • • — 1), wo eine beliebig 

groß zu denkende natürliche Zahl bedeutet, so folgt durch Addition der 
resultierenden Gleidiungen und Weglassung der «tlaHnnTi axif beiden Seiten 

auftretenden Summe — + ^ + • • • + : 

b b* bf‘-^ 


( 12 ) 




4. ^ —ir 




WO also 0^ einen nacli bestimmter Yorschrift unbegrenzt fortsetzbaren 
Systembrach bedeutet. 

Andererseits findet man aus TTngL (7) durch Division mit V, wenn 
man schließlich noch ft statt Je schreibt; 

( 18 ) 

SO daß sich durch Einsetzen der Beziehung (12) ergibt: 

(14) + i (#t-O,l,2,..0. 

Übrigezw kann mnn sich leicht noch ausdrücklich überzeugen, daß jener 
Systembruch auch wirklieh stets unbegrenzt viele von NiM verschiedene 
Zähler enthalten muß. Denn hätte man von einem bestimmten ii = m 
an&ngend beständig 0 ^^^ °° 0 und somit: 

*“ ^«+1 = '•'=“ ^m+f *“'■'» 

SO würde sich ans Ungl. (14) durch Substitution von + 

ergeben: 

C®»! ^ "f" gm+e 8 

also: 

was unmöglich ist^ da aus dem zweiten Teile dieser Dugleichiing geradezu 
folgen würde: o„] — 0, was dem ersten Teile widerspricht.^) 


1) Es kann nicht etwa eine poeiHve IrraiioruilzM [c^] geben, die Meiner ist, 
als jede peeiHve rationale Zahl s. Denn ans: 

0 < W < « 

würde folgen (vgl. Fußnote 1 su Nr. 1, 8. 148): 

0<<ey-<s etwa für: 

Und da es fireistehen soll« s uhbegrenct zu verklieuiem, so hat man auf Grund 
unserer Deftniiioh (| 88, Nr. % B. 185): 

. le^i^O. 


10 * 



148 


Abschnitt I. Kap. III. Konvergente Zahlenfolgen. 


Nr. 4. 


Der Systembnicli ist also hei unbegrenzt wachsendem (i ein 
solcher mit unbegrenzt vielen nicht mit Nullen besetzten Stellen. Die 
konvergente Folge der liefert dann eine bestimmte positive Zahl 
und zwar ergibt sich aus Ungl. (14) mit Benützung von Ungl. (3), (3 a) 
in Nr. 1 dieses Paragraphen: 

(15) [tfj ^ [cj ^ + -pj , 

also, wegen: 

scMießlich: 

(16) W-CffJ. 

Daß 68 im übrigen nur einen solchen unbegrenzt fortseizbaren Sjstem- 
bruch 0^ (sc. mit Torgeschriebener Basis i) geben kann, folgt unmittelbar 
aus dem § 20, Nr. 1 (S. 118) bewiesenen Hilfssatze, wonach für mit 
ff, nicht völlig identischen Systembruch ff,' die Folge der Zahlen | ff, — ff,' | 
für V ^ m stets dberhdlb einer festen positiven Zahl bleibt, so daß also 
die Möglichkeit einer Beziehung von der Form [ff,] <— [ff,'] ein für alle- 
mal ausgeschlossen erscheint. 

Zugleich folgt dami noch ohne weiteres aus unseren früheren Be- 
trachtungen, daß der Systembruch [ff,] ein nieht^periodiseher sein muß. 

Ist [ff,'] eine negodive Irrationalzahl, also [— c,'] eine positive, so 
findet man zunächst: [— c,'] = [ff,'], also: [c,'] = [— ff,'] = — [ff,“]. 

4. Das vorstehende Ergebnis Idirt, daß die Menge oder Irrationcd- 
eoMen identisch ist mit der Menge edler nieht-periodis(^ten Systendrüche 
für ü^endeine bdiebig gewählte Basis h (z. B. aller möglichen nicht- 
periodischen unendlichen Dezimal- oder dyadischen Brüche), d. h. daß 
jede Irrationalzahl durch einen solchen Systembrueh dargestellt wird und 
umgekehrt jeder solche Systembruch eine Irrationalzahl darstellt. Nach- 
dem früher gezeigt worden, daß eine analoge Beziehung zwischen den 
rcMoncden Zahlen und den periodischen Systembrüchen (einschließlich der- 
jenigen mit der eingliedrigen Periode h — 1) besteht, so ergibt sich 
schließlich, daß jede re^ Zäfd dargestellt werden kann durch einen und 
nur einen unbegrenet fortsetebaren Systembrueh mit vorgeschriebener Basis 
und daß umgekehrt jed&r solche Systembrueh eine und nur eine reäle 
ZaM darstellt. 

§ 25. jibzählbarkelt der rationalen bzw. algebraischen und 
Nichtabzfthlbarheit der irrationalen bzw. transzendenten Zahlen. 

1. Die im vorigen Paragraphen festgestellte Möglichkeit^ die Menge 
der reellen Zahlen mit derjenigen der unbegrenzt fortsetzbaren System- 
brüche (irgendmner bestimmten Basis) zu identifizieren, bietet ein wirk- 
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sftmes. Hilfsmittel, tun über jene Menge der reellen 7n.li1«wi einen gewissen 
Überblick zn gewinnen und insbesondere zn erkennen, daß dieselbe sozn- 
s^n „timergleieklidi“ mdtr wraUondle Zablen enthalt, als rationale. Da- 
mit diese vorUiufige und äußerst unbestimmte Aussf^e einen festen Sinn 
bekommt, wird Tor allem anzugeben sein, inwiefern Ton einer wirkli<^en 
VergT^chang mAegrenster oder, wie wir von jetzt ab auch sagen wollen, 
unendlichi&r 3Iengen die Hede sein kann. Denn da das Merkmal einer be- 
stimmten ÄnzcM, Ttrelcbes bei mSlÄchen Mengen ein siebtes Kenn- 
zeichen zur Entscheidung über „gleich“, , kleiner“ und „größer“ liefert, 
hier nattu^emäß fäJi, so wird es vor allem darauf ankommen, auf Grund 
einer mö^chst zweckmäßig zn fehlenden BefmÜon einen geeigneten 
Ersate für jenes fehlende Merkmal der Anzahl zu schaffen. Ohne eine 
solche bis zu einem gewissen Grade wülMriiehe Fesisetemg würden sich 
beständig Zweifel und Widersprüche ergeben, wie die folgenden einfachen 
Beispiele erläutern mögen. 

Wenn etwa A sagt, es gebe mätsr, ja unendlidi vid mdtr rationale 
Zahlen, wdiche die 1 übersteigen, als solche, die zwischen 0 und 1 liegen, 
so würde „Jedermann“ dem ohne weiteres beistimmen und es kaum für 
nötig halten, wenn A zur Begründung seiner Aussage nodi anführt, es 
gebe doch schon zwischen 1 und 2 genau so viele rationale Zahlen wie 
zwischen 0 und 1, ebenso aber auch zwischen 2 und 3, 3 und 4 us£ in 
infimtim. Und wenn jetzt B darauf erwidert, es ^be trotz alledem nur 
dmso vide rationide Zahlen oberhalb 1, wie zwischen 0 und 1, da ja 
jedem positiven ecditen Bruch « stets eine und imr eine rationale Zahl 

> 1 entspreche und umgekehirt, so wird ,, Jedermann“ das lediglich für 

ein vermittelst eines mathematischen Kunstgriffes erzeugtes Parctdoxon 
halten. 

Wenn ferner A sagi^ unter den ndMidtm Zahlen gebe es dmsovide 
gerade wie vmgerade, es gebe also nur hoZb so vid positive gerade Zahlen 
wie naiSdiche Zahlen, so wird wiederum „Jedermann“ dies für völlig 
selbstverständlich halten. Und wenn demg^^nüber B erkMrt, es gebe 
ebenso vide positive gerade Zahlen, wie es naMrrlddte 2jahlen gibt, dmm 
jeder naturlkhen 21ahl n entbreche eine gerade Zähl 2n und «mgekdurt, 
BO wird „Jedermann“ diese Behauptung für einen glatten Widersinn tx- 
kUren, denn die gerade» Zahlen bflden ja nur einen Teil des Systems der 
naSädidta* und es könne der Teil niemals ^eioh dem Ganzen sein. 

Ln Grunde genommen häbmi A und B in gleichem Maße Recht bzw. 
Unrecht. TJnreS^, weil es überhaupt keinen Sinn hat, bm mencdiche» 
Mengen von denso vid, mdtr oder weniger zu sprechen, so lange diese 
Begrifft nicht ansdrüokli<di definiert sind. Bedd, weil nach Einführung 
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geeigneter Definitionen sowohl die Anssagen von A, wie die von B einen 
einwandfreien Inhalt bekommen. Wenn wir uns nun in dem vorliegen- 
den Zusammenhangs gänzlich auf den scheinbar paradoxen Standpunkt 
von B stellen, so geschieht dies, weil tatsächlich nur dieser auf einer 
logisch konsequenten Weiterbildung des AiurajUbegriSes^) beruht, die 
(von Georg Canto r herrührend) ftfcr den Fortschritt der Zahlen- und 
Funktionenlehre sich als außerordentlich fmchtbar erwiesen hat. 

2. Zwei endliche Mengen nannten wir gleicdi, wenn die Elemente der 
einen sich tmMirhar eindeutig denen der anderen zuordnen lassen.^) Das 
allen gleichen Mengen gemeinsame Merkmal heißt die Jmähl jeder ein- 
zelnen Menge. Gleiten Mengen kommt also dieselbe AnecM (Kardincd- 
saM) za. 

Indem wir nun, um fialsehe Yorstellungeu auszuschalten, das Bei- 
wort gleidi durch das umfassendere äguivcdent ersetzen, definieren wir jetzt: 

Zwo, beUdfige (d. h, endliche oder vnen^iehe) Mengen soUen 
äqmveüenf haßen, wenn jedes Element der einen aidi wnkdvrbar 
emdeutig einem Elemente der anderen mordnen läß. Das ägui- 
vcdenten Mengen gememsame Merkmal heißt ihre Mächtigkeit oder 
KardmdeM. Jguivdlenten Mengen kommt cdso diesäbe Mächtig- 
keit (EardindUcM) eu. 

Unmittelbar aus dieser Definition folgt: 

Zwei Mengen, die einer dritten äquivalent sind, sind auch 
untereinander äguivcdent. 

Ferner: 

Endliche äquivcdente Merken sind tmtermnander gleieh. Ihre 
Mächtigkeit ist ihre ÄnecM. 

Auf Grund der obigen Definition wärmi also die oben dem Indivi- 
duum B zngeteilten Aussigen in folgender Weise zu modifizieren: 

Die Menge der rationalen Zahlen oberhalb 1 ist äguivcdent 
der Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1. 

Die Menge der positiven geraden Zahlen ist äqmvcdent der 
Menge der natürlichen Zahlen. 

Das letzte Beiq>iel lehrt, daß eine vmendlidie Menge, im Gegensatz 
zu dem Yerhalten endlicher Mengen, sehr wohl einer Teilmenge äquiva- 
lent sein kann. Es läßt sich sogar zeigen (worauf an dieser Stelle nicht 
eingegangen werden soll), daß jede unendliche Menge Teilmengen entl^t, 

1) Dem. gegenüber gewinnen die Aussagen von A einen bestinunten TntmU 
wenn man sie in geeigneter Weise als C^mswertbeziebnngen deutet: vgL § 87, 
S. 287, Fnfinote 1. 

2) S. S 8, Nr. 8 (S. 19). 
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denen sie äqniralent ist, nnd daß man d^er diese EigensehaS; geradezu 
als Ksnmeichen bzw. als Defimtion fOr die UnendUMeU einer Menge be- 
nützen kann, also: Eine Menge heißt unendlich, Trenn sie eine Teilmenge 
Ton gleicher Mächtigkeit besitzt. 

3. Alle Mengen, die mit der Menge der natüdichen ZaTdeu (nach 
Bdieben mit Hinznfügnng der NdB) äquivalent sind, heißen dbeSätOm. 
Die Elemente einer ab^hlbaren Menge lassen sich also sakzessive der 
Reihe der Zahlen 

1, 2, 3, • • •, V, • • • 

moränen, anders ausgesprochen, in Eorm mner fortlaufenden Folge 

«1» «s» • • ■} 

anschreiben. 

Hiernach ist also die Menge der geraden positiven Zahlen aheahUar, 
Ttie ja in der Tat jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge (nach unserer 
früheren Ausdmcksweise: jede aus einer Folge heraiusg^tidbene Folge) nur 
endlidi oder (Aeiädbar sein kann. 

Aber auch die Menge oller ganzen Zahlen, d. L der positiven und 
negativen, ist dbeahlbar, Trie man ohne Treiteres erkennt, Trenn man sie 
in der Form anschreibt: 

1, — 1, 2, — 2, • • •, V, — V, • ■ •, 

mit anderen Worten, die ^positiven Zahlen den ungeraden, die negativen 
den geraden Zahlen bzTr. Stellen der ursprünglichen Zahlenreihe zu- 
ordnei 

Diese Beispiele sind so trivialer Natur, daß sie von der Nützlichkeit 
und Tr^rreite des Abzählbarkeitsbegiiffes noch nicht die leiseste AbmiTig 
errrecken. Dagegen TroUm Trir jetzt den folgenden Satz berreisen, der in 
der Tat als grundlegend für jede tiefere Erkenntnis der Struktur unseres 
Zahlvorrats anzusehen ist: 

Die Menge der raUoncden Zahlen id dbeahd)air. 

BeTreis. Wir betrachten zunächst die passiven rationalen Zahlen, 
die Trir uns, einschließlich der gamen Zahlen, in der Form reäueiarter 

Brüche y angeschrieben denken (so daß also p, q relativ prim und 2 1, 

falls die betreffende Zahl eine ganee ist). Bedeutet dann v -|- 1 irgend- 
' eine natürliche Zahl, größer als 1, so gibt es hahstens v zu berüchsich- 

tigende Zahlen ---, für rrdche j) -I- 2 — v-f 1, nämlich die Zahlengruppe: 

i 2 »— 1 

V * 9 — 1* ” ’ 2 > 1 ' 

aus der man alle etrraigen nicht-reduzierten Brüche au^schieden hat. 
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ladem man Her sukzessive v » 1, 2, 3, • ■ • setzt, ergibt sieb, für die ge- 
samte Menge der positiven Bationalzahlen die folgende ßeibenanord- 
nung*): 

lisisissa 1 1 » 

1 > 2> 1> 3» 1» 4» 8» 8» 1» ■■■> »r» ■■■» v + l-X> 1’ ’ 

inuerbalb deren jede positive rationale Zahl einmal und nur einmal vor- 
kommt, nämlich die Zahl y in der (p + j — 1)**“ Gliedergruppe und in 

dieser spätestens an der Stelle. 

Will man auch noch die Nidl und die negcdimm rationalen Zahlen 
in die obige Folge au&ehmen, so hat man derselben nur noch 0 als An- 
fengagHe d hinzuzufügen und kann im übrigen entweder jeder positiven 

Zahl Y unmittelbar die negative Zahl — y folgen lassen oder vor jede 

GUedergruppe die entsprechenden negativen Zahlen in umgekdirter Reihen- 
folge ansdbreiben, sodaß also innerhtdb jeder Gliedei^ruppe die Zahlen 
der Größe nach geordnet erscheinen*): 

V % 11 1 V 

Das soeben bewiesene Resultat liefert die merkwürdige Erkenntnis, 
daß die Menge der raUonalen Zahlen nur diesähe Mächügheit besitzt, wie 
die Reihe der nodmUchen Zahlen, obschon nicht allein zwischen je zwei 
aufeinander folgenden natürlichen ^khlmi a und a 4- 1, sondern auch 
dann, wenn man dieses Intervall durch Einschaltung von Brüchen in 
Mistig Ideme Teilintervalle zerl^t, in jedem solchen Teilintervall unmd- 
Ztieh «tefo rationale Zahlen liegen oder, wie man kurz zu si^n pflegt, ob- 
schon die Menge der nach der Grüße geordneten rationalen Zahlen inner- 
halb der Gesamtheit der reellen Zahlen uberaB dicht ist. 

Im übrigen gestattet das obige Eigebnis sogar noch eine wesent- 
liche TeraUgemeinemng, auf die man hingewiesen wird, sobald man die 


1) Das Prinzip, welches dieser Anordnung zu gründe liegt, gestattet eine 
wiolitige Terallgemeinerang, von wel<her jedoch erat bei späterer Gelegenheit die 
Bede sein soll (s. § 89, Nr. 8, S. 880). 

8) Die so erzielte Anordnung läßt sich nach dem Vorgaage von 6. Cantor 
in folgender Webe sehr kmz beariireiben: Man bezeichne die positive Zahl p -|- g 

als Mühe der rationalen Zahlen • Sodann ordne man die rationalen Zahlen 
/ 0 \ ® 

f inkL 0 n H nach Gliedeigrappen von wachsender JBi9%e 1 , 8, 8, • • • und inner- 
halb jeder Gruppe nach der Größe. 
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Gesamtheit der ron Null Terschiedenen rccHonäl&t Zahlen. aufEaßt als 
Lösungen aller möglichen Gleichungen Ton der Form: 


(1) Ol« + «5 — 0, wo: 


0® = ± 1, ± 2, ± S, • • • 


I Og, % relativ prim. 


Bei der Abzählung, d. h. bei der Anordnung aller Zahlen « in eine un- 
begrenzte Folge, bilden dann immer alle diejenigen Zahlen x eine Glieder- 
gruppe, welche durch eine Bedingung von der Form 

(2) I Og I + «1 — s 

charakterisiert sind^), unter s irgendeine bestimmte natürliche Zahl ver- 
standen, und man erhält die Gesamtheit aller Gliedergruppen, wenn man 
der Beihe nach s — 2, 3, 4, • • • setzt. Bezeichnet man zwei Gleichungen 
von der Form (1) nur dann als wesenüieh vers<^ieden, wenn sie verschiedene 
Werte x liefern, so daß also in der Tat dtte in diesem Sinne verschiedenen 
Gleichungen schon zustande kommen, wenn man Og, als rdaivo prim 
und O] als wesentlich posüiv annimmt, so kann man dieses Besultat auch 
so aussprechen, daß alle toesenüidi verschiedenen Oleidwmgen von der 
Form (1), d. h. alle diejenigen, in denen x nur in der i*“ Potene (oder 
auch: „linear^ vorkommt, während Og, den angegebenen Bedingungen 
genügen, eine dhmhlhare Menge bilden. 

4. Die in Aassicht gestellte Erweiterung besteht nun darin, daß wir 
statt der obigen sehr speziellen Gleichungsfozm eine analoge von mög- 
lichster Allgemeinheit in Betracht ziehen. Es werde gesetzt: 

(3) + + + A« + A, 

wo n eine beliebige natürliche Zahl, Ag, • • •, vorMufig ü^end- 
welche als g^ben anzusehende reede Zahlen bedeuten, während x als 
Zeichen für eine Zahl gelten soll, über die noch beliebig verfügt werden 
kann. Man bezeichnet einen solchen Ausdruck als eine game FurA- 
tion oder ein Pdgnom n*^ Grades in x, mit den reellen Koeffieienten 
Ag, Al, • ■ A„. Ist sodann x^ eine bestimmte Zahl, welche in den Aus- 

druck (8) eingesetzt, diesen zu FuU macht, ist also: 

(4) ffnM - 0, 

80 heißt eine Löstmg oder Wur^d der älgd>rai$chen GReuAung Grades: 

(5) iT.W-O. 

Ob bzw. wa/im eine solche Gleicbnng üb^hanpt eine solche Losung 
besitzt (die in dem vorliegenden Zusammenhänge ja nur ^e redle Zahl 


1} Ygl, die vorige Fußnote. 
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sein konnte, da andere Zahlen fOr uns nock nicht existieren), bleibt yor- 
lanflg dahingesteUi^) Dagegen soll hier, als fQi die vorliegende Betrach- 
tnng wesenÜich, gezeigt werden, daß eine Gleichung Grades Jeeines^ 
fdUs vnävr als n verschiedene Lösungen haben kann. 

Sei also, wie oben angenommen wurde, eine Losung der Gleichung 
Sni^) “ ^7 d. h. unabhängig davon, welchen Wert 

man der noch wiUkürlicb gebliebenen Zahl x beilegen will: 

Nun ist lör V* 2,3, •••,»: 

af — iBj* — (« - + »iV“’ + • • • + iTi’’"*® + xl- 


und didier: 




+4-1 «•"*+-• +4-i®?"*«+4.^*r"* 

+ 


+4* 


+ 4*1 

+4 


kfiner geschiieben: 

0) ?«(*)- 


wo 9 ,_i(a;) eine gewisse ganze Fnnkidoii in x Tom Grade (n— 1) be- 
dentet, deren Eoe^enten bestimmte, ans nnd 4> 4» “ ’> 4» 
ans (3) des imheren ersichtiich, znsammengesetzte Zahlen sind. 

Bedentet dann x^ irgendeine Ton x^ verscbiedene Zahl, so bat man 
nadi GL (7): 

( 8 ) 

Soll nnn die Gleiehnng g^{x) — 1 0 noch eine Ton «j versidiiiedene 
Lösung Xf haben, also g,{x,) -> 0 sein, so kann dies nach GL (8) nur 
dann der Fall sein, wenn g^^tix,) - 0, i L wenn x, «ne Lösung der 
Gleichung g^^iix ) « 0 ist. Umgekehrt ist aber auch jede Lösung dieser 
letzteren Gleii^ung eine solche Ton — 0. Somit hat g^(je)m.O 


1> DaB es CbeAanpt Gleiohimgeii «nrohl mit (leallec) LSnmg, idi Om «nluli« 
gibt, wigeii die eufiMhen BeJij^el«: 

«*»+ 1 * 1 — 0 . 
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hödidens^) die Losung vor der Gleichung S'„_i(a;) — 0 voraus, und es 
hat daher eine beliebig gegebene Gleichung Grades höchstens eine 
Lösung mänr, als eine ge^se Gleichung (n— 1)**^ Grades. Da fhr diese 
letztere das analoge gegenüber einer gewissen Gleidiung (»—2)^ Ghrades 
gilt, so folgt, daß unsere Gleichung Grades höchstens zwei Lösungen 
mäwr hat, als eine gewisse Gleichung ()» — 2)**° Grades, und man findet 
durch Fortsetznng dieser Schlußweise, daß die Gleichung Ghrades 
höchstens (n — 1) Lösungen haben IrauTi, als eine gewisse Gleichung 
Itea Qrades, also da diese letztere eme und nur eine Lösui^ besitzt, im 
ganzen höchstens n verschiedene Lösungen. 

5. Wir betrachten jetzt insbesondere solche Gleichungen Grades, 
deren Koeffizienten game Zahlen (einschließlich der WtdZ) sind, etwa: 

(9) ««JC" + ^ |-Oi® + aB = 0. 

Dabei ist selbstrerstandlich a, stets als von WuZl verscMeden anzusehen, 
da andernfalls der Ghrad der Gleichung niedriger als n wäre. Yon den 
übrigen Koeffizienten köimen beliebig viele gleich Null sein, doch wollen 
wir ausdrücklich als von HttR verschieden annehmen (d. h. wir schließen 
solche Gleichungen von der Betrachtung aus, whlehe die Lösung a; =» 0 
haben). Da feiner die Losungen einer Gleichung offenbar keine Änderung 
erleiden, wenn man die ganze Gleichung, d. L sämtliche Koefi^enten mit 
irgendeinem Zahlen&ktor multipliziert, so wollen wir Gleichungen von 
der Form (9) als ni<M toesenfUeJi verschieden bezeichnen, wenn sie sich nur 
um einen ganzzahligen Faktor (insbesondere auch um den Faktor (— 1)) 
unterscheiden, und wir brauchen daher bei der Aufüählung aller mög- 
lichen in dem obigen Sinne versehkämen Gleichungen von der Form (9) 
nur diejenigen zu berücksichtigen, bei denen Oi, •• •, a„ keinen (von 1 
verschiedenen) gemeinsamen Teiler besitzen und überdies a„ wesentlich 
posiHv ist. AlaöftTiTi läßt sich zeigen, daß alle wesenüieh versddedenm 
Gleichungen von der Form (9) für jedes einzelne n eine dbe&dbcere Menge 
bilden. Denn bezeichnet man wieder mit s eine natürliche Zahl ^ 2 
imd setzt: 

(10) lool+'l®il + hla,! — s, 

so gibt es offenbar nur eine endliche Anzahl von Verbindungen natür- 
licher, keinen Gemeinteiler besitzenden Zahlmi und Nullen, wel^e der 
Gleichnis (10) und überdies den Beziehungen | Oq I ^ I I ^ ^ genügen, 


1) Wir sagen , höchstens“, da die Gleiehnng gM-iCaO^ O eventuell ja aneh die 
Lüsung X, haben kann, so daß keine Loräig fib bedeuten würde, 

die diese Gleiehnng vor der Gleühang (s^ 0 voram bat. 
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also auch nur eine endliche Anzahl von Gleichungen der Form (9), die da- 
durch zustande kommen, daß man setzt: 

«v“±l«J (v — 0,1, •••,(«-!)), o„“=|o,l- 
Gibt man hierbei s der Reihe na«h die Werte 2, 3, 4, • • •, so erbÄlt man 
auf diese Weise aUe möglü^n „wesentlich verschiedenen" Gleichungen 
eines bestimmten Grades nach Gruppen geordnet, deren jede durch 
ein bestimmtes s charakterisiert ist — diese Gleichungen bilden also, 
wie behauptet, eine abziäiiOHMre Menge. 

Wir bezeichnen nun als (reäHe) alg^aische Zdlü «*" Ordnimg jede 
(reelle) Zahl, welche einer algebraischen Gleichmxg Grades mit ganz- 
zahUgen Koeffizienten gJ^!e) = Q, aber keiner derartigen Gleichung von 
niedrigerem Ghrade genügt. 

Da hiernach eine Gleichung Gh»des höchstens n a^ebraische 
Zahlen Ordnung liefert, so folgt, daß bei der zuvor angegebenen Auf- 
zahlung aller möglichen wesentlich verschiedenen Gleichungen Ghrades 
mit ganzzahligen Koeffizienten auch jede durch einen bestimmten Wert 
von $ charakterisierte Gruppe höchstens eine enäldt^ Anzahl von algebra- 
ischen Zahlen n*“ Ordnung liefert, die man sieh dann eventuell der Größe 
nach geordnet denken kann. Daraus ei^bt sich aber das folgende Re- 
sultat (welches im Falle » — 1 in das oben für die raüonalen Zahlen ge- 
fundene übergeht): 

Bedeutet n irgendeine nodUdiehe ZcM, so büden die cdgdbra- 
ischen Zahlen n*“ Ordnmg eine dbeoMhare Menge.^ 

1) So Lat z. B., 'wenn die natSrliohe ZaLl a keine QaadiatzaLl ist, die 

aieichnng ®* — a ■■ 0 

die beidoi Losungen yä und — ya, wo j/ü eine beetinmite IrrationalzM vor- 
stellt, also eine Zahl, die kemes&Us einer Gleichung 1*" Grades mit ganzzahligen 
Koeffizienten genügen kann. Somit sind yä und — yä algebraische Zahlen 
2*” Ordnung (andererseits nieht von der Ordnung 2m, obsohon sie offenbar auch 
der Gleichung 

” lljtm _ Qin _ 0 

genügen). 

Audi ist ans des im Texte gegebenen Definition der algebraischen Zahlen 
«**' Ordnung ersiohtlich, warum wir bei der Aufzfthlnng der „verschiedenen“ Glei- 
chungen M*" Grades den Fall o, 0 von vornherein ausgeschlossen haben. Die 
Gleichung Grades; 

-f- " * • "i" " 0 

hat ja mit der durch Weglassung des gemeinsamen Faktors x entstehenden Glei- 
chung (n — l}**' Grades: 

H h «1 * 0 

alle Lösungen außer x^O gemeixL, kann also keine einzige algebraische Zahl 
n*^ Ordnung liefern. 

2) Genau genommen folgt auf diesem Wege nur, daß die betreffenden Zahlen 
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Hiernach erscheint zunächst die Gesamtheit aller möglichen algebra- 
ischen Zahlen^ also derjenigen von den Ordnungen 1, 2, 3, • • als eine 
ah0äMbare Menge von abeählbaren Mengen, Daraus konnte nach dem 
S. lo2, Fußnote 1 erwähnten Prinzip ohne weiteres geschlossen werden^ 
daß die Gesamtmenge der algebraischen Zahlen gleichfalls abzahlbar ist. 
Doch läßt sich die Möglichkeit der fraglichen Abzählung durch eine un- 
erhebliche Abänderung des zuvor eingeschlagenen Verfahrens auch ganz 
direkt erkennen^ indem man nämlich bei der Aufstellung aller möglichen 
in Betracht kommenden algebraischen Gleichungen statt der GL (10) die 
folgende zu gründe legt: 

(11) I ^0 I + I % 1 + * • • + 1 I "l" ^ ^ 

und für 6 der Beihe nach alle natürlichen Zahlen ^ 3 substituiert. Denkt 
man sich 6 irgendwie fixiert, so hat man zunächst für den Grad n der 
Beihe nach 1, 2, • • (tf — 2) zu setzen (wegen 1 »o I ^ 1^ 1 1 ^ 

n nicht größer als (tf — 2) werden), so daß also GL (11) in das folgende 
System von Gleichungen zerfällt: 

I ^0 1 + I % I + 1 =“ 

1 «0 ! + 1 1 + I <*2 I ^ ^ 

liö^o I + 1 «1 1 H — * + I 1 + (<^ — 2) tf 

(deren letzte beiläufig bemerkt nur la^l «« 1, \ = 1 liefert). Zu 

jedem einzelnen 6 gehört dann wiederum nur eine gewisse endliche An- 
zahl algebraischer Gleichungen von den Graden 1, 2, • • •, (ü— 2), und 
man erhält offenbar auf diesem Wege für » 3, 4, 6, * - - alle möglichen 
in Betracht kommenden Gleichungen nach Gruppen der eben beschrie- 
benen Art geordnet. Das entsprechende gilt dann für die aus diesen 
Gleichungen resultierenden algebraischen Zahlen, und man findet somit: 

Die Menge der algebraischen Zalüen ist äbmhlbar.^) 

6. Wir werden jetzt als genauer umschriebenen Inhalt der am An- 
fänge dieses Paragraphen ausgesprochenen Behauptung, daß es „unver- 
gleichlich^^ viel mehr irrationale^ als rationale Zahlen gebe, zeigen, daß die 

höchstens eine abzählbare Menge bilden. Auf den (mit algebzadschen Hilfsmitteln 
zu führenden) Beweis, daß es wirklich immer menSLidh viele algebraische Zahlen 
einer beliebigen Ordnung gibt, soll indessen hier nicht eingegangen werden. 

1) Das in der Tozigen Fußnote ausgesprochene Bedenken ffült hier natürlich 
weg, da es ja — ganz abgesehen von den (eine TeHmenge der algebraischen Zahlen 
bildenden) raUonalen Zahlen — schon nnter den Zahlen von der Form ya auch 
unendlieh viele irroHonede algebraische Zahlen gibt. (Hier kommt es ja im Gregen- 
satz zu der vorhergehenden Betrachtung gar nicht darauf an, festznstellen, ob 
unter diesen Zahlen |/a nnendlieh vide genau von der Ordnnng sind.) - 
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MächügJseit der irrationalen Zahlen eine höhere ist, als diejenige der roHo- 
ncien. Hierzu beweisen wir zunächst den folgenden Satz: 

Zu jeder hdiebigen dbeählharen ZaMenmenge (Ä^) gü>t es ufh 
endlieh viele Zahlen JB, weldie dieser Menge nicht angehören, und 
snoar giU es sogar unendlich vide solche B, die sieh von einem be- 
liebig vorgesehridmen beUd>ig wenig unterscheiden. 

Beweis. Wie auch die Ä„ beschaffen sein mögen, so können wir 
uns auf Grund unserer bisherigen Ergebnisse ohne Beschriinkung der All- 
gemeinheit jedes in der Form eines u/hbegremUn^) Dezimalbmches 
gegeben denken (also erentueU mit der eingliedrigen Periode 9), in der 
Üblichen dezimalen Schreibweise*) etwa: 


(13) 




A =" OjWojW ...ajfi... 


Wird jetzt A beliebig ausgewählt und s > 0 beliebig klein roige- 
schrieben, so läßt sich zunächst m so fixieren, daß < s und daher 

jeder Dezimalbruch, der nüt die ersten m Stellen gemein hat, also 
jeder von der Form 

(14) B - H». ».»»,«•••«» S.« S.*, ■ 


sich vom A wen^;er als e unterscheidet. Wählt man nun die hierbei 
noch willkürlich bleibenden Ziffern A.,.!, A+s> ’ ’ ' lediglich den fol- 
genden Bedingungen genügend*): 

« .... --- 


’'«+!> "m+l> 




1} Bezüglich des Inhalti dieser Aussage vgl S. 111, Fnßn. 1. 
2} D. h. wenn 

g, 010 , 0 , 

die Bedeutung yon 


^ 10 ^ 10 * ^ 10 * ^ 


hat Dahei bedeutet also g eine bdiebige natürliehe Zahl oder auch die Null, jedes 
o* (y — 1,2,S,...) eine Ziffer, d. h. eine der Zahlen 0, 1, ■ 9. 

8) Da die oW jW Ziffern, also Zahlen ans der Beihe 0, 1, • • •, 0 bedeuten, 
so ist im Falle 


o« . 

a^bstveniSAidlieli nur du WaM 


»0 bzw. o,W,-9 


A+i> > ®,«+f hzw. 


möglich. 
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TUid beachtet, daß zwei unbegrenzt fortsetzbare Dezimalbr&che nnr dann 
gleich sein können, wenn sie Glied fSr Glied idmHsch sind^), so folgt, daß JB 
Ton -dj, jlj , • • •, .4,, • • • verschieden sein muß, also in der Menge der nickt 

Torkommt. Dabei hat man aber för die Auswahl von neun Möglich- 
keiten (nämlich jede der Ziffern 0, 1, • • •, 9 mit Ausnahme Ton 
ebenso fBr was sdhon für die Besetzung dieser beiden Bruch- 

stellen 9 * 9 Terschiedene Möglichkeiten ergibt. So fortschließend findet 
man, daß auf dem angegebenen Wege eine (jede noch so hohe Potenz 
Ton 9 fibersteigende, also) unendliche Menge unter sich und Ton den 
verschiedener unendlicher Dezimalbrfiche JB zum Vorschein kommt, sofern 
man nnr noch die Vorsichtsmaßregel beobachtet, nicht edle Stellen Ton 
irgendeiner bestimmten ab mit Nullen zu besetzen^) (z. B. indem man die 
Festsetzung trifft, daß man niemals mehr als 100 unmittelbar aufeinandeiv 
folgende Stellen mit NvUen besetzen soll). 

7. Betrachtet man jetzt eine gam bdidng odzäUBmre Menge von 
IrrccHonedecdilen und fügt zu dieser noch die Menge der rceHondlen Zahlen 
hinzu, so ist die so entstehende Gesamtmenge wieder eine cdteSfdbare.^ 
Hach dem soeben bewiesenen Satze existieren dann noch unendlich viele 
— ja sogar ididbig ncthe bei jeder amdmen Zahl jener abzahlbaren Menge 
unendlich vide — Zahlen, die der Menge nicht angehören. Und zwar 
mfissen dies ausschließlidr irratümcile Zahlen sein, da ja alle rationalen 
Zahlen in der obigen Menge enthalten sind. Hieraus folgt aber, daß eine 
dbz&dbare Menge von Irrationalzahlen niemals alle Irrationalzahlen ent- 
halten kann, mit anderen Worten: 

Die Mer^e der wraüoneden Zedden «s^ nicht dbeafdbcur. 

Da die wraMoncden Zahlen hiernach eine andere Mächtigkeit besitzen 
mfissen, ids die rationcden, und diese Mächtigkeit, wie die Torstehende 
Betrachtung lehrt, dadurch charakterisiert ist, daß nach Entfernung jeder 
Ididbigen abädilbaren Menge immer noch unendlich viele Zahlen fibrig 
bleiben, so spricht mau das obige Resultat auch in folgend«: Weise aus: 

Die Menge der irrationaden Zedden ist von höherer Mätih- 
Ugkdt, eds jede äbeaMboTe Menge, ind>esondere diejenige der reetio- 
ncden 2kdden. 

1) S. § so, Nr. 1 (8. 118). 

2) In diesem Falle würde nBmlüdi ein autUdier Dezimalfamdi znm Voischtin 
kommen, der «.Uonfitll« einem der votgelegten Ä, mit der Periode 0 gJeieh sein 
ktonte. 

8) Diese Aussage ist ja led%Ii«A eine andere Fassung der schon AOher be- 
Tatsach», ^ man irgendzwei Zahlenfolgen an einer tinzigen ver- 
einigen kann. ' 
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8. Da, wie oben gezeigt wurde, auch die Menge der cAgätraiseh^ 
Zahlen dheäUh(ur iet, so folgt nach der znyor benützten Scblnfiweise, daß 
nach Entfernung derselben aus der Menge der reMen Zahlen noch eine 
nvM abeidiHbare Menge von hrratimdkaMm zuräckbleibt. Man bezeichnet 
diese letzteren, die also keiner algebraischen GUeichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten genügen kdnnen, als iranseenäente Zahlen. 

Hiernach laßt sich die Gesamtheit der redlen Zahlen in die obeaMbare 
Menge der (rationalen und irrationalen) täg^aischen Zahlen und die 
nicht äbeSHOxire Mmige der tranmndmten Irrationalzahlen zerlegen. 

§ 26. Der Grenzwert einer Folge beliebiger reeller Zahlen. — 
Anwendung auf rationale Zahlenfolgen. — Die nneigentlichen 
Grenzwerte + oo und — oo. 

1. Es bedeute kürzer geschrieben (Ä^), eine 

unbegrenzt fortsetzbare Folge beliebiger reeller Zahlen. Alsdann soll die 
folgende DefmUo» gelten: 

Wir sagen, die Folge ( J,) besitee für mbegremt watdisendes v, 
in Zeigten: für v—roo (lies: ßr v g^en unendlUdi), den Brenz- 
wert oder Limes Ä, in Zei(^&i^): 

(1) limA, = A, 

r->oo 

wenn eine reäle Zadd Ä von der JBesehafferJuit emsüert, daß 
|A-Ai hei Jmlänglidter Vergrößerung von v beliebig klein 
wird, d. k. wenn eu beliebig Mein vorgeschriMmem e > 0 eina 
ncdmüMie Zahl n vorhanden ist, derart, daß für jedes v'^n: 

( 2 ) 

Damit diese Definition einen eindeutig bestimmten Sinn gewinnt^ ist 
1} Mmi Bcbxieb firöher und scbreibt zumeist auch jetzt noch lim Ay an Stelle 

l'cxeo 

der hier benützten (soviel mir bekannt ist, von jüngeren englischen Mathematikern 
hezrührenden) Bezeichnung lim..äs^. Der wesentliche Vorzug dieser neueren Schxeib- 

weise tritt erst deutlich hervor, wenn irgendeine endliche Zähl diejenige Bolle 
ffbendmmt, welche in dem Torliegenden Zusammenhänge das Zeichen cx> spielt. 
Vgl. hierzu § SS, S. 201, Fußn. 1. 

2} Ln Falle ui « 0 pflegt man natürlich 

^ l^rKi Statt: I--il.|<8 

zu schreiben. 

Im übrigen sei hier noch ausdrücklich bemerkt, daß es, nachdem die Irrational- 
zahlen und die Gesetze, denen eie genügen, vollstftndig definiert sind^ ganz gleich* 
gültig ist, ob man sich diese s jetzt rational oder irrational denkt. (VgL.auch § 24, 
S. 147, Fußn. 1.) 
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Yor allem zn zeigen, daß es, wenn überbaupt, immer nur eine einzige 
Zabl A der fraglichen Art gibi 

Angenommen, es gäbe noch eine Zahl .4' von der gleichen Beschaffen- 
heit, so müßte zu jedem £ > 0 ein n sich so fixieren lassen, daß gleich- 
zeitig^): 

Daraus folgt aber, da£ 

\Ä — A \ <e 

sein müßte, wie Mein auch die positiTe Zabl s angenommen werden mög^ 
was wiederum nur möglich ist, wenn geradezu: 

Hiermit ist implizite gesagt, daß ein bei früherer Gelegenheit für 
roHoneäe Zahlen ansgesprochenes Beweisprinzip*) sich auch ohne weiteres 
auf beliebige redle Zahlen übertragen laßt, nämlicb: 

Kann man von zioei reetten ZaMm A und Ä nackweism, 
daß \A'—A\<.Sf wie Man astek dwposiüve Zcdd e angenommm 
werden mSge, so ist A' = A. 

Denn ist etwa JL.=» [aj, A' — [«,'], so fol^: 

Die Tcomergente Folge posiUver rationaler Zahlen [ja^ — a/|] definiert 
aber entweder eine bestimmte positive Zahl oder die NiM, und da die 
&-ste Möglichkeit wegen \ A! — A\<,s ausgeschlossmi erscheint, so folgt 
[i«;-«j]=o,d.h.^'-^. 

2. Aus der obigen Definition des Grenzwertes einer Folge reeller 
Zahlen ei^ibt sich unmittelbar eine notwendige Bedingung für Existenz 
eines solchen. Denn besitzt die Folge (A.) wiederum den Grenzwert A, 
so hat man: 

\A — A^\<Y v^n, 

also auch: 

|A — für v^n, p — 1,2,3, ••• 

und daher: 

(8) |A,+^-A,1<6 für v^n. 

Diese Beziehung hat aber genau die Form, wie die Definitions* 
fonnel (III), § 22, STr. 1 (S. 125) für die Komergenz einer Folge ratio- 
naHer Zahlen (d. h. sie geht in dieselbe über, weim die f<Montde 

1) VgL $ 1», Nr. 1 (S. 118). 

2) § 18, Nr. 1 (8. 108). 

V^ingsheixn, Yoxlaftungen If 1. 
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ZaMen sein sollten). Nennen wir also jetzt aucH eine Folge hdiebiger 
regier ZaUen Iconvergent, falls dieselben der Bedingung (3) genügen, so 
läßt sich das eben gefundene Ergebnis folgendermaßen ausspreeben: 

Die Konvergenz dner Folge Ididnger redler ZdMm 
büdd eine notwendige Bedingung ßr die Existenz einei be- 
stimmten Grenzwertes lim J.,. 

Daß diese Bedingung in jedem Falle auch eine hinreidiende ist^ wird 
im übemacbsten Paragraphen allgemein bewiesen werden. Hier soll dies 
zunächst nur für die bisher ausschließlich betrachtete Art konrei^enter 
Zahlenfolgen, nämlich aus lauter rationalen Zahlen bestehende, festgestellt 
werdmi. Es gilt nämlich der folgende Satz: 

Die durch eine Jionvergmte Folge rationaler Zatden a^ be- 
stimmte ZM [aj ist zugleich im Sinne der oben gegebenen Defi- 
nition der Grenzwert der a^, sodaß citso: 

(4) Iima,-[oJ. 

V -Vöo 

Beweis. Ist die Folge der a, eine rationcd-Ttonvergente, also 
[aj = {o^} =» o, so besagt das nach der in § 19, UngL (1) und (3) 
(S. 112, 115) gegebenen Definition lediglich, daß \a — a^\ bzw. (im Falle 
0 = 0) |o,| durch hinlängliche Vergrdßemng ron v beliebig Hein wird, 
und das ist nach Un^ (2) auch der Inhalt der Aussage, daß die Folge 
der a„ den Grenzwert a besitzt. Somit deckt sich in dem vorliegenden 
Falle die Behauptung (4) vollsländig mit der Voraussetzung, daß die 
Folge der o, die rationale Zahl a darstellen sollte. 

Ist [oj nicht rational, so verlangt die Behauptung (4) auf Grund 
der definierenden IJngL (2), daß zu beliebig voigeschriebenem e > 0: 

I [®r] ~ I < * 

Den absoluten Wert der Differenz [aj — o^ für jedes einzalim ^ 
liefert aber die Zahlenfolge [|«,— a^|], wo v — 0, 1, 2, •• •. Nimmt mun 
jetzt d < e au, so kann man wegen der Eonveigenz d«r Folge der o, 
ein m so fixieren, daß: 

p- 0,1,2,.-., 

anders geschrieben: 

j o, — o,, 1 < d für 

Alsdann ergibt sieh aber mit Benützung von § 24, IJngL (2), (2a) 
(S. 143), daß: 

[|o^ — a^|]^d für jedes einzdne «n. 
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xmd somit schließlich: 

l[aj — für 
womit die fragliche Behauptung bewiesen ist. — 

3. Zu dem yorstehenden Ergebnis sei noch ausdrücklich folgendes 
bemerkt. Es wurde zwar hewiesm^ daß jeder konvergenten Folge rationaler 
Zahlen ein bestimmter Qrenewert zukomme, aber nicht etwa in dem Sinne, 
daß ein solcher Grenzwert a priori existiere oder daß seine Exktem 
vielleicht gar aus irgendwelchen außerJmlb des Gebietes der reinen Zahlen- 
lehre liegenden Tatsachen oder Analogien, z. B. sogenannten geometri- 
schen Evidenzen, gefolgert werden könne. Vielmehr wurde nur gezeigt, 
daß unter den von uns erschaffenen Zahlen zu jeder konvergenten Folge 
eine vorhanden ist, welche die Eigenschaft besitzt, von allen Gliedern mit 
hinlänglich großem Index sich leliehig wenig zu unterscheiden, ünd es ist 
daher in Wahrheit lim lediglich ein neues Zeichen für eine bereits bei 

anderer Gelegenheit gescbafEene Zahl [aj, welches gerade diese Eigen- 
schaft in Ervmemng hingen soll. 

Mit Hilfe dieser neuen Besei^imingstoeise lassen sich die in § 23, 
Formel (H) — (V), (5), (6), (10) (S. 138 — 142) enthaltenen Bechnnngs- 
regdn für beliehige reelle Zahlen anch in die folgende Form setzen: 

(5) limo, ±lim6,, = lim(a,±6,), (6) Hmo, *1™?». = limo,J„ 

v->co v-y«e ^->>00 y->'00 



(8) (lim »,)*"*•— lim (<*,**"), 

r-^eo r-^oo 


(9) JJ (lim lim • • •, lim Ä,) — lim JJ(a,, • • •, ft,) 

ir->Q0 v->oo if->>oa 


(wobei in (7) und (9) wiederum der Fall auszuschließen ist^ daß einer der 
auftretenden Nenner den Grenzwert 0 besitzt). 

Diese Formeln sind zunächst ihrem Ursprünge nach (d. h. wenn man 
von vornherein an Stelle von [aj, [&J, • • • die Zeichen lim a^, lim 

eingeführt hätte) in dem Sinne zu verstehen^ daß ihre rechten Seiten 
als Definitionen für die links verlangten Bechenoperationen zu gdten 
haben. Tritt nun aber der besondere Fall ein, daß die Zahlenfolgen 
[aj, [hj, • • •, [ÄJ rationah Grenzwerte besitzen, etwa: 


(10) lim — n, lim 6, «« h, • • •, lim k^ — &, 

80 stellen die linken Seiten ja schon auf Grund frttherer Definitionen (die, 
wie wir wissen, mit den vorliegenden nicht im Widerspruch stehen) he^ 
stimmte Zahlen vor, können dann also auch umgekehrt zur Berechnung 
derjenigen Zahlen dienen, wdche durch die rediten Seiten jener Formeln 

11 * 
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dargestellt werden. Auf diese Weise ergibt sich z. B. aus (9) die Be- 
ziehung: 

(11) lim -= B{a, 6, • • •, Je), 

■welche in Wahrheit wiederum nur eine neue Schreibweise für die in § 23, 
Nr. 6 (S. 142) gewonnene Formel (13) ist 

4. Besitzt eine Folge hdiänger realer Zahlen die Eigenschaft, 
daB, wie groß man auch die positire Zahl Ä annehme, stets eine natQr- 
liche Zahl n existiert, deraii^ daß: 

(12) für v'^re, 

so sagt man, A, werde gleichzeitig mit v positiv unen^ich groß und 
schreibt: 

(13) lim •= + oo 

(hzw. s (X, falls kein Mißverständnis möglich ist, ■wie man ja im ana- 
logen Falle auch hei positiven ZcMen das Yorzeichen -|- wegzulassen 
pflegt). Man bedient sich dann im Anschluß an die Schreibweise (13) 
auch des — genau genommen eine cowtaäieHo in adjedo enthaltenden — 
Ausdruckes: habe für v — ► oo den (meigenüicJien) Grenm&rt -f oo. 

Sind die so beschaffen, daß in analogem Sinne 

(14) — A^> A für v^n 

(anders ausgesprochen: sind die A, zum mindesten von einer bestimmten 
Stelle ab durchweg negativ und wachsen ihre absoluten Beti^e mit un- 
begrenzt wachsendem v selbst unbegrenzt), so sagt man, A^ werde mit 
unendlich wachsendem v negcdxo wnendHeh groß, oder auch: A^ habe für 
V — ► oo den (meigendidien) Grenmert — oo, in Zeichen: 

(16) limA,. — — oo. 

r->oo 

Wir bezeichnen Zahlenfolgen mit dem (uneigentlichen) foenzwerte 
+ oo oder — oo als eigenäich divergente.^) Ferner bedienen wir uns ge- 


lim Ar « + oo oder — — oo , 

r->oo 

80 bat man offenbar in beiden Fällen: 

lim 0. 

Dagegen konnte umgekehrt aus der letzten Beziehung zunächst nur geschlossen 
werden^ daß: 

lim I Ar I =» + <x>. 

»-^OP 

Nnr, wenn zum mindesten für w "beständig Ay^ 0, bzw. Ar ^ 0, würde folgen: 
lim Ar ^ bzvr. =*= — cx> . 

r-Voo 
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legentüch des Atisdrackes: fdr eine Zahlenfolge existiere em Gh^enewert 
im weiteren Sinne, wenn sie entweder eine leslimmte ZcM im Sinne der 
in Nt. 1 dieses Paragraphen gegebenen Definition als Grenzwert besitzt 
oder ihre Glieder für v— ► op mit besUmmtem Verzeidien unendlich werden. 

§ 27. Allgemeine Eigenschaften konvergenter Zahlenfolgen 
mit heliehigen reellen Gliedern. 

1. Bedeutet A^, • • •, • • • eine unbegrenzte Folge bäi^nger 

redler Zahlen, so gilt als BefmiUon ihrer Konvergene nach § 26, Nr. 2, 
Ungl. (3) (^S. 161) die Beziehnng: 

(1) 1 — AW I < 8 für V ^ tf = 1, 2, 3, • ■ • . 

Diese Bedingung, welche der Form nach ToUständig mit der für die Eon- 
vergenz raäonaler Zahlenfolgen [cj in § 22 (S. 125) als Ungl. (DI) be- 
zeichneten übereiustimmt, läßt sich wiederum, indem man die dort in 
bezug auf die Zahlen e„ gemachten Schlüsse wörüUSi auf die A^*) über- 
tt^, durch die folgenden, formal zwar weniger verlmgenäen., jedoch in 
ihrer Tragweite ^nzlidi SquivcAenien (entsprechend den a. a. 0. mit (D) 
bzw. (1) bezeichneten) ersetzen: 

(2) |A(»+“)-AW|<e bzw. (ff-l,2,3,..0, 

d. h. es zieht nicht nur die Bedingung (1), wie unmittelbar ersichtlich 
isi^ stets solche von der Form (2) nach sich, sondern (dem wesentlichen 
Inhalte nach) auch umgekehrt. 

Obschon der Inhalt dieser Bedingungen durch die für beliebige 
reelle Zahlen geltenden Festsetzungen (§ 23) voUsländig definiert ist^ 
so erscheint es vielleicht nicht unzweckmäßig, zur Übung ihre letzten 
Grundlagen durch Zuräckgreifen auf jene früheren Begeln im einzelnen 
etwas genauer nachzuprüfen. 

Es sei etwa: A!>^ — sodaß also jede der 

Zahlen AW durdi eine Folge roMonaler Zählen (0#^, c^*\ • • •, • • ■) be- 

stimmt wird, dann läßt sidh zunächst die erste der Forderungen (2) aus- 
führlicher folgendermaßen schreiben: 

(2a) 

Auf Grund der Definition für die JDifferene zweier reeller Zahlen (S. 140, 
GL (IV)) ist diese Beziehung gleichbedeutend mit dmr folgenden: 

(2 — < fi , 

die sodann auf Grund der Definition des dbsöMe» Betrages einer reellen 
Zahl (S. 143, Gl. (16)) dur<di die folgende ersetzt werden kann: 

(2o) <«• 
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Gleiclizeitig mit den als konveigent anzusehenden Folgen 
bilden auch die 1 0 ^»+") — a^'> | eine konvergente Folge, und damit 

diese eine (eo ipso kemesfalls negative) Zahl '< e darsteUe, ist nach § 24 
Nr. 1, Fnßn. 1 (S. 143) näwendig, daß für hinläi^lich große (i 

(2d) ! 0 ;»+“) - «4») i < a (tf - 1, 2, 3, • • •) 

ausf §llt, d. h. jedem a 0 muß sich zuimchst eine natürliche Zahl n und 
sodann jedem einzelnen tf eine natürliche Zahl Wg so zuordnen lassen, 
daß für das betreffende » und (e = 1, 2, 3, • • •) die Bedingung (2 d) 

erfüllt ist Dabei bedeutet « eine von der Wahl des tf unabhängige Je- 
summte Zahl, während Wg mit e vei^derlioh sein kann. 

Umgekehrt würde (nach § 24, Ungl. (1), (la), S. 143) aus der Be- 
dingung (2d) zunächst nur folgen, daß: 

[|o(«+«^)-aW|]^e, 

und man findet hieraus in entsprechender Weise weiter rückwärts 
schließend die Beziehung; 

also die gweüe der Bedingungen (2), welche ja dann gleichfalls die Kon- 
vergene der Folge nach sieb zieht 

Da man übrigens ohne Beschränkung der AUgemeiidieit a stets als 
raUond annehmen kann^), so zeigt ün^ (2d), wie die Bedingung für die 
Konvergens der Folge mit den Idi^ng ret^ai Gliedern ledij^ch durch 
Zurückgehen auf die bisherigen Definitionen sehließlich auf Beziehungen 
zwischen raHonaien Zahlen zurückg^ührt werden kanm*) 

2. Da die Eonvergenzdefinitionen (1) und (2) genau dieselbe Form 
besitzen, wie die entspreriienden für rationale Zahlenfolgen, und da die 
vier Spezies mit hefigen retXlen Zahlen denselben Gesetzen genügen, wie 
sie für ratkndle Zahlen gelten, so lassen sich an die obigen Definitionen 
wSräich die gleichen Schlußfolgerungen knüpfen, welche in § 22 zur Fest* 
stellnng der Haupteigenschaften rationder Zahlenfolgen geführt haben. 
Insbesondere ergeben sich auf diese Weise die folgenden Sätze: 

L Ist die Folge (J.^*)) hmergent, so hat man für v^n enimeder be- 
sifindig: uiC”) ^ a, bzw. ^ — wo « eine gewisse posiUoe Zahl be- 
deutet; oder (zu jedem beliebig kleinen a>0 bei passender Wahl von n): 


1) TgL S. 160, Fnßn. 1. 

S) Eiab praklisoh eiiifinohen LOsnng dieser Aufgabe ist implizite in Nr. 1 des 
folgenden Paiagzapben enthalten. 
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Im letzteren Falle ergibt sich aus der im vorigen Paragraphen, Nr. 1, 
aufgestellten G-renzwertdefinition ohne weiteres, daß: 

(3) = 

Da andererseits die Folge der schon eo ipso Ttomergiert, 'wenn zu 
jedem « > 0 bei passend gewähltem «: | J.W j < s ftir v ^ n, so kann 
man auch folgendes anssagen: 

Eim Folge häÄebiger redler ZoMen deren absolute Be- 
träge mit unbegrenst wadisendem v bdiebig Mein werden, Jwd den 
Grenewert Ntdl. 

n. Die absoluten Beti^e der Glieder J.(*) einer konvergenten Fo^ 
bleiben stets unter einer endlichen Sdiranke. 

nL Gleichzeitig mit der Fo^e (^(”0 konvergiert auch jede aus ihr 
keromgehöbene Folge ( J.M) . 

lY. Jede monotone Folge (A^*^), deren Glieder numerisch unter einer 
endlichen Schranke bleiben, ist konvergent^) 

Y. Gleichzeitig mit den Folgen (-4W), (5W), • • •, (XW) konvergiert 
auch die Folge BW, • • •, wenn wieder B(A^*\ B^% • • •, XW) 

einen h^erusten raüonoden JMSdrvÄk (s. S. 133) bedeutet und Toraus* 
gesetzt wird, daß keiner der in B auftretenden Nenner 0 ist oder den 
Grenzwert Null hat. Insbesondere konvergieren also unter den gemachten 

Yoraussetzungen die Folgen: (— .4,W), (^), 

§ 28. Existenz eines Grenzwertes für jede konvei^nte Folge mit 
beliebigen reellien Gliedern. — Allgemeine Grenzwertbeziebnngen. 

1. Wir beweisen jetzt den folgenden, zuweilen als FundamenUdsatg 
dar Analysis oder als dUgemeines Eanvergenepringip bezeichneten, überaus 
'wichtigen Satz: 

Jede konvergente ZdMenfdge hat einen bestimmten Grenewert. 
Oder auch, mit Berüdksiditigong von § 26, Nr. 2 (S. 162) etwas 
ausführlicher formuliert: 

Die notwendige und hinreichende Bedüngung für die 
Existene eines b&tmnden lim AW bestätt t» der Konvergene 

1) Bleiben die iitM nntor einer endlichen Schranke, so ist die mono- 
tone Folge {A^^) offenbu stets eigmu&kh (Kvergent (s. 8. 164). . 
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der Fdge (-4.^), d.h. in der Existenz einer Bezidiung von der 
Form: 

( 1 ) 1 j < 6 (i/^ », ff = 1 , 2, 3, • • •) 

fiir jedes s >0. 

Beweis. Da die NotwendigheU der Bedingung (1) a. a. 0, bereits er- 
wiesen wurde, so bleibt nur zu zeigen, daß sie auch hinreichend ist. Hierzu 
nehme man eine unbegrexizte Folge posüwer raHoncder Zahlen d,; so 
an, daß: 

(2) lim d, — 0. 

V>0Ö 

Alsdann ^ßt sich nach § 24, Nr. 2 (S. 145) jeder der (im allgemeinen 
irrationcden^)) Zahlen ALI”! eine raUoncde Zahl so zuordnen, daß: 

, a,-d,<^«<a,+ d„ 

also: 

(3) l^«'J-a,i<d,. 

Die rationale Folge (a,) ist dann ebenfalls stets Tconvergent. Man hat 
nämlich: 

^ j^(v+o)_a,^J + 4- 

(4) 

Infolge der Yoiaussetzungen (1) und (2) laßt sich nun n so fixieren, daß 
fhr V ^ n gleichzeitig: 

d„<-|-, also auch: d,+a<Y' 

Alsdann geht aber üngleichui^ (4) in die folgende über: 

(6) für v^n, 

d. h. die raüondle Zahlenfolge (a,) ist konvergent und definiert somit 
eine bestimmte Zahl A [aj. Man hat nun ferner: 

(6) ^ I -4- — I + d, . 

Infolge der Beziehnhg A » [aj und der Hleichnng (2) kann man aber 
wiederum ein » so fixieren, daß für v ^ » gleichzeitig: 

\A o, |<Y> 

und somit: 

! A — A.W I < s für V ^ 

1) Der Fall rational» ist ja bereits erledigt. Sollte für gewisse 
Werte von v rational seiny so man setzen: 
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d. h. man findet scUießlich: 

(7) lim .IW = j. lim 

Daß es im übrigen nnr eine Zahl Ä » lim .dLW geben kann, wurde bereits 
in § 26, Nr. 1 (S. 161) berrorgeboben. 

2. Daß es wegen der großen Willhfirlicbkrit, welche bezü^cb der 
Answahl der Zahlen d, und a, besteht, imendlieh vide versdüeäene ratio- 
nale Folgen zor Definition der Zahl Ä gibt, bat nichts überraschendes, 
da ja jede reelle Zahl Ä durch mendlieh vide verschiedene Zahlenfolgen 
definiert werden kann (§ 23, Nr. 2, S. 136). 

Im übrigen wird man jene Zahlen a„ am einfachsten denjenigen Zahlen- 
folgen [a^*)] entnehmen, welche zur Definition der J.W Torhanden sind. 
Sind nämlich die d, irgendwie angenommen, so kann man, w^;en 
JW lim aj”), für jedes v <» 0, 1, 2, • • • eine positive ganze Zahl so 

fl-*» 

bestimmen, daß: 

(8) |AW-aMl<d,. 

Man hat sodaim (s. üngL (3), Gl. (7)): 

(9) o, — oW und; lim J,W — lim aW . i) 

Sind insbesondere die AW durch 83 rstematische Brüche definiert 
— etwa: AW = lim — , so hat man (vgh § 2^ ÜngL (15), S. 148): 

<»)<AW<o^>-) + i (fi = 0,l,2,-..), 

also speziell für ^ « v: 

(10) !.!(.)_, W|<i, 

und da offenbar die Wahl d, — i der fraglichen Bedingung lim d„ — 0 
genügt, so kann man in diesem Falle setzen: 

(11) . o, ■■ d. h. schließlich: lim AW = lim tf,W. *) 

3. Aus der Existenz eines eindeutig bestimmten lim fQr jede 

konvergente Folge lassen sieb, im Anscblusse an die Sätze von Nr. 2 
des vorigen Paragrapben noeb die folgenden Schlüsse ziehen: 

L Hebt man aus der konvergenten Folge irgendeine Teilfolge 
heraus (deren Konvergenz nach (III); S. X67, feststeht), so hat man: 

(12) lim AW » lim 
»*>00 

1) Da die my nur an eine tmtetV Sebranke gebünd«i sind, so kann man die- 
selben speziell so answählen, daß sie xnit v beständig wachsen. Vgl. hiexzu $ 42, 
S. ’271, Fnßn. 2 und S. 278, Enßn. 1. 

2) Vgl. hierzn § 48, , Kr. 4. (3. 290, Foßn. 2). 
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Umgekäwi: Ist lim ■- lim und bedeutet (.4^’'^) eine aus den 

y ->>30 

Tennen msamnengesetete Folge, so honv&'giai (JLW) und 

zwar ist: 

(13) lim AlW s> lim jljW o. Um 

r ->-80 

(Beweise genau wie in § 33, Nr. 4 S. (138)). 

IL Aus d^ ersten der eben ausgesprochenen Sätze fo^ unmittel- 
bar: Enihldt eine Jeonvergente Folge irgendeinen Term Ä unendlich 
oft (A L hat man fBr irgendeine Folge unbegrenzt wachsender natür- 
li(dier Zahlen: A), so ist auch: 

(14) UmAW-A. 

in. Jede monotone Folge, deren Terme numerisoh unter einer posi- 
tirm Zahl bleiben, besitzt einen bestimmten Grenzwert.^) 

IV. Sind [A^’d, [5WJ, . . [XM] Tconvergente Folgen und bedeutet 
N(A<*'>, • • •, X^”)) ügendeinen hegreneten rationalen Ätisdrudi (s. § 33, 

Nr. 8, S. 133), so ist: 

(15) 5(lim AW, limNW, ■ • •, limZ«) - Um JS(AW, NW, • • -, XW), 

»-►00 ». y » 

Torausgesetzi^ daB heiner der in JR auftretenden Nenner NuU ist 
Beweis. Nach Nr. 1 kann man jeder der Folgen 
[AWJ, [NW], ..., [ZW] 

eine raHonde Folge 
so zuordnen, daB: 

(16) limAW — limo„ lim NW «. Um 6,, • • limXW — UmJfc,. 

v->«o r-^oo r>>ao 

Man hat also: 

(17) N(lim AW, UmNW, • UmX«) - N(Uma„ Umh„ •• •, UmkJ. 

Nun ist nach GL (9) des § 36, Nr. 3 (S. 163): 

N(Um a„ lim Um *,) — Um N(a„ h„ • • •, Ä,) , 

sodaB man die Gl. (17) zni^chst durch die folgende ersetzen kann: 

(18) N0im AW, UmNW, . . ., UmXW) ■■ Um N(a,, • • •, X) . 

ir->>oo y-^oo 

1) Bleiben die Glieder einer manoUmen Folge (Ä^^) nmneiisch nusht unter 
einer endlichen Sohrankef io hat man (rgi 8. 167, Fnßn. 1); lim an -|- oo 

»-►«0 

oder: lim ^ — co. Jede wumotone Folge besitzt also einen Qrenewett zum 
mindesten im toeiteren 8imu (s. den SoUuß ron $ 26, 8. 166). 
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Bildet man jetzt diejenigen Zahlenfolgen, die ans den Tennen 
aj, ■ • •, zusammengesetzt sind, und bezeichnet 

dieselben mit ($(,,), (iB,,), - ■ *, (fij, so sind dieselben Ttmvergeni (nach, 
dem zweiten Satze Ton 1 dieser Nnmmer) und es "komergiert auch die 
Folge (nach § 27, Y, S. 167). Sie besitzt daher einen 

bestimmten Gremwert, welcher (nach 1 dieser Nummer) auch, jeder hercm- 
gehdbmen Folge zokommt, man hat also; 

- lim N(o„J„ •• •,*!,) 

-limJS(.lW,BW,--,JCM), 

»->ao 

sodaB Gl. (18) schlieBlidi in die folgende übergeht: 

B(lim ^W, Hm BW, • • -, Um ZW) - lim B(JLW, JßW, . . ., XW), 

^->00 »-►ä# v->eo 

womit die ausgesprochene Behauptung (15) bewiesen ist. — 

Es bestehen also für solche allgemeine Ghrenzwerte vom l^ns 
lim J.W dieselben Fundamentalbeziehungen, wie für Grenzwerte raUowüer 

Fo^en, insbesondere: 

(19) -.lim^W«lim(_^W), 

«»-►oft 

(lim^W)±™_lim(4W±”) 

♦-►0# ►-►• 

(20) lim^W±iimBW-Hm(JLW±BW), liin.lW.limBW-.lim^W-jBW, 

!>->«• «‘>w y-^m y-*m v-^tt 

SchHeBlich sei noch folgendes bemerkt Bedeuten wieder [J.W], [BW] 
konvergente Folgen und hat man zum mindesten für v ^ m: 

(21) ^W<JJW, also: ul«-BW<0, 
so läßt sich daraus nur folgern, daß: 

lim(4W_J9W)^0, 

also, wegen: lim (J.W— BW) — Hm J.W — Hm BW, söhließHdh: 

«»-►«0 «»-►>« 

(22) Hm .4«^ lim BW.»] 

«»-►■ae «»-►« 

Hat man ferner zum mindesten für v ^ n: 

(28) 4W<B(»)<ÖW oderauch: ^W^BW^CW 

1) Die Besiehimg (SS) gilt offenbar aiuüi im Falle: lim »-f- oo. 


lim B(ll„ö„. ..,«,) 

»-►ao 
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mtd es besteht außerdem die Beziehung: 

(24) lim lim CW 

v-^eo i»->op 


(und zwar gleichgültig, ob diese Grenzwerte endlich oder unendlich aus- 
faUen), so folgt: , _ 


(25) 


Km BW 


= KmC7W, 


eine Schlußweise, welche für die Bestimmung von Grenzwerten häufig 
Ton Butzen ist. 


Kapitel IV. 


Potenzen mit beliebigem Exponenten nnd Logarithmen. 


§ 29. Wurzeln aus positiTen reellen Zahlen und gebrochene Potenzen 
mit positiver reeller Basis. 


i. Das Problem, welches zunächst dmi Anlaß zur Einführung der 
aXLgmemm redlen xmd insbesondere der trro^tonaiea Zahlen gegeben hatte, 
nämKch die Auflösung der Gleichxmg: 

(1) a"* == a 

(wo a eine positive ganze Zahl, die nidit gerade gleich der Potenz 
einer anderen natörKchen Zahl), laßt sich nunmehr ganz in dem oben 
(§ 21, Nr. 5, S. 124) bereits angedeuteten Sinne erledigen. Wir fanden 
zunächst in dem eben zitierten Paragraphen einen unbegrenzt fortsetzbaren 
Systembruch o,, welcher der Beziehung genügte (S. 122, Gl. (8)): 

(2) anders geschrieben^), [<y/*J = a. 

Da aber nunmehr [crj eine besHmmte ZcM vorstellt (§ 23, Nr. 2, S. 186) 
und außerdem nach Gl. (ö), S. 141 : 


(ä) 

SO folgt: 

(4) also: yä=-[cy,]. 


Die offenbar aUemal positive und irraiionäle Zahl [oj Kefert somit 
eine I^smg der Gleichung aJ“ = a, und zwar, wie leicht zu sehen, de/te» 
emsige posiUve Lösung. Denn aus: 


0 - - KJ” _ ([»,]- K])([«,r—+ + ■ ■ • + [*.]—)■ 


1) 7gl § 28, Nr. 1 (S. 184). 
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Ist nun [tJ > 0, also der zweite Faktor der rechten Seite wesent- 
lich positiT, so folgt: 

W-W-0, 

also: 

2. Tritt an die Stelle der natürlichen Zahl a ein positiver reduzierter 
Bruch BO bestimme man zur Auflösung der Bleichung ^ zu- 
nächst, wie in Nr. 1, zwei positive Zahlen [ff,'], [ff,"J (deren jede sich 
speziell auch auf eine gmee Zahl reduzieren kann), derart, daß: 

(6) KT -ff. 

Da sodann: 

[®» j* [ff» "*] r 1 r( \*"i — r t* 

[*,"]“ ~ [<'»] “ Lff»"“J •“ LU»"i J “ Lff»"J » 

so folgt schließlich: 

( 6 ) 

Han kann aber auch behufs Auflösung der Bleichung ^ 

Zahl ~ ganz direkt das i^uuliche Einschließungsverfithren anwenden, wie 

im § 21 auf die ganze Zahl a. Man gelangt auf diese Weise entweder 
nach einer hegremten Anzahl von Operationen zu einer Glmtmng von 
der Form: 

(7) + + 

oder zu einem w/Aegremt fortsetebarm Systeme von Ungleiehmgen der 
Form: 

(8) ff," <j< (tf» + -jv)” d. L man findet: [ff,]" — ^ • 

Dabei kann jedoch im Begensatz zu dem vorher behandelten Falle [ffj 
hier auch pmodiscJi ausMLen, also eine raMoncße Zahl vorstellen. Han 
hat alsdann: ^ wenn man jp zu g, u zu t? als relativ 

prim voraussetzt: g ■■ »". Das eweite Verfahren würde also in 

diesem Falle auf einen unbegrmztm Prozeß führen, während das eraie 
nach einer encßichen ATiaM,b1 von Versuchen die fragliche Lösung liefern 
müßte. 

3. Das in Bede stehende, im § 21 naher auseinandragesetzte Ein- 
Bchließungsverfahren liefert aber offenbar auch noch die Auflösung der 
Bleichung — A, wenn A eine häiebige reette posilive Zahl bedeutet. 
Nur isi^ wenn Ä irraMondl, das Auftreten einer G^Mchmg von. der Form 
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Ä oder eines unbegrenzten periodi&ßtea Braches [oj hier defimÜT 
ausgeschU^sm, da die m** Potenz einer rcetionälen Zahl niemals der IrraUo- 
wdecM A gleich sein kann. Idan findet hier also allemal ein anbegrenzt 
fortsetzbares System von der Fonn: 

(9) o,“ < J. < (tf, + und hieraas: [ff J“ — A , 

wo [ff,] eine positire Irrationalzahl Torsiellt. lind man erkennt, genau 
wie in Nr. 1, daß es stets ’tmr eine $os^ioe Zahl geben kann, welche 
der Glleichnng A genügt. 

4. Nachdem nunmehr die Eicistem von YA, d. h. der positivm 
n**° Wurzel aus der posäiven reäUn Zahl A, als einer emdeoHg leatimmien 
reälen Zahl erwiesen ist, lassen sidh die Bechnungsregeln für solche 
Wwzä» mit Hilfe der ffir Potmtm geltenden in folgender Weise fest* 
stellen. Da die Definitionsgleichmgen bestehen: 

(10) (W-B, 

so folgt: 

iVÄ-m-is, 

also: 

(H) Y2 VS-VÄS, (»P«W1= ^-Vv)- 


Wendet man die erste dieser Gleichungen sakzessive zur Bildung 
eines Prodnktes Ton m gleichen Faktoren YA an, so eigibt sich: 

(12) (V3)’" — VJ* und hieraus: (V3)“" — 

Nach GL (10) hat man ferner: 

-d-*", also: i (wo|>>0), 


und daher: 

(13) 

Weiter ergibt sich: 

und somit: 

(14) 


-(rv2)-)', jrw-Ki, 

- {(rvA)^, I rw -yd , 
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üm such noch das Produkt oder den Quotienten zvreier Wurzeln 
Ton der Form yjF, ’YjF (wo »>0, »'>0, während m, m' beliebige 
Vorzeichen haben dürfen) durch eine einzige Wurzel darzustellen, hat 
ma,Ti zunächst nach Gl. (13): 

(13a) = V2? = "V^, 

und daher mit Benützung von GL (11): 

( 15 ) yj” -yjp ^ 

Schließlich erkennt man noch unmittelbar die Bicht^keit der Un- 
gleichung: 

(16) yÄ>yB, wenn: (VJ)*>(f^)*, d.h. ul>B, 
aus weldier sich zunächst noch die folgende ergibt: 

^ wfflon: J.’»"' > 4“'» , 

d. h. mit Benützung Ton (13a): 

B/-r- m-r-r mn'>m'n, 

(17) V3=^>V^“, w«m= 
und speziell für «» = »»'■- 1 : 

(17.) ™“-- {!<!; »'<ü; 

5. Da die fomuäe Anwendung der für positiye ganzzahlige p, n 


geltenden Begd: (A^')” — auf das Symbol A. ” die Beziehung 
liefart: 

und andererseitB die Definitionsgleichang besteht: 

(VA*”)"— A*", 

so definiert man das obige Symbol als eine im Falle A > 0 emdeuHg he- 
gtirnnrle reäle Zahl durch die Gleichung: 

(18) A*«-V3±^, sodaßalso; (18») 




1) Dabei ist ’wiedenun n>0, n'>0 angenommen, während m, m' bdiebige 
VoneiGheD haben dürfen. 
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Man bemerke, daß alsdann GL (13) die Form azinimmt; 

(19) 

±- 

d. h. die doreh das Symbol Ä ” repräsentierte Zahl hängt nUM von 
den einednen gamm ZaMen m nnd n, sondern lediglich von der ratio- 

fuden Zahl ± — c ab. Damit ist also der der Fotem anf den 

Fall eines hdiebigm rationalen Ikqaonenien übertragen nnd zwar in der 
Weise, daß der bisher ansschliefilieh zngelassene Fall eines ganzzahlige» 
Exponenten, d. h. der Fall m — pn, sich dieser a%emeineren Definition 
nnterordnet. Für m—pn resnltiert nämlich ans 61. (18) (mit Benfitznng 
Ton GL (12)): 

. 

Man bezeichnet dann solche Potenzen A% falls e Tteme ganze Zahl, als 
gdirodiem nnd im Gegensatz hierzn als ganze, wenn e eine ganze Zahl. 

Im übrigen genügt dann dieses erweiterte Potenzsymbol Ä* den 
nämlichen Yerknüpfongsregeln, wie die ganze Potenz. Setzt man wie- 
derum C‘=^, wobei man offenbar allemal » als weseaäith posiHv an- 
nehmen kann, während jetzt m eine positive oder negative (ganze) Zahl 
TorsteUen mag, so folgt ans Gl. (11) durch Snbstitntion von A”', B”* für 
A, B and Einführung des neuen Symbols (18) zunächst: 

m 

mm f»’ * ,1 j ^ 

A-:.S--(,ASy, ^-( 1 )’, 
jß" 

also: 

( 20 ) Ao-B^^(ABy, ^-( 4 )'* 

Sodann gehen die beiden Gleichungen (15) durch Einführung jener 
Schreibweise in die folgende über: 

m 

A*-A'^’^A* — ul"""', 

also, wenn noch gesetzt wird: 

(äl) ul" • ul«' - ul"+*', - ul"-"'. 
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Ferner ei^bt sich mit Benützung von GIL (18), (12), (14): 


d. h. 

( 22 ) 


( m\ 7^ j»'/ 3 t* / mm* 

jnjv ^ y (^f/(3“)’"' = / — "yj."*“' = 






Ersetzt man in üngl. (16) Ä, B durch .4“, 5“, 

m m 

wenn: d. h. wenn: 

also: 


so folgt: 

I .4>B, m> 
I -4 < J5, «t < 


(23) 


-4“ > J5% 


wenn 


(Ä>B, 
■ \ä<B, 


c>0, 

c<0, 


0 , 

0 , 


und speziell für jS ■= 1 (wobei dann: 1* 1 " — (yi)“ = l) : 


(23a) 


.4® > 1 , wenn: 


( ^>1, c>0, 
i-4<l, c<0. 


Schließlich gehen noch die Ungleichungen (17) für = c, ^ •= c' in 
die folgenden Über: 

. ... f 4. > 1, c > e', 

(24) w.Bn: 

(die übrigens auch aus (23 a) Imtten gefolgert werden können, wenn man 
daselbst e durch c — d ersetzt und sodann die Ungleichung mit J.®' mul- 
tipliziert). 

6. Durch die Torstehenden Betrachtungen ist nunmehr die Aufgabe 
gelöst, den (einzigen) positiven Wert einer Potenz mit posiUver Basis und 
hdieMgem rationalen Ba^onenilm als emdeatig lestinimte reäle Zahl zu 
definieren und ihre vollkommene Analogie mit der gewöhnlichen ganzen 
Potenz nachzuweisen. Es liegt nun nahe, den Begriff der Potenz noch in 
der Weise zu erweitern, daß man statt der ratknoden Exponenten c bdiebige 
re^fO, durch ratkmcde Zcddenfolgen definierte Phponenten C => [e^ -> lim c, 

v->eo 

zuBßt. Um dann vor allen Dingen überhaupt zu definieren, hätte man 
nach Analogie der früher für die rationalen Bechnungsoperationen mit 
allgemeinen reellen Zahlen aufgestellten Definitionen zu setzen^): 

= lim 4,®* (vgL § 26, ÖL (9), S. 163), 

1) Bei Befolgung dieses Prinzips hätten wir schon wo 

X s« [uy] = lim avp nach Analogie von: (limay)”‘«=lim(av’”), durch die Formel: 

r->oo »->-00 


( 1 ) 


Yä s» Km Väu 


definieren können. Da sodann (die leicht zu beweisende Konvergenz der inatio* 
Pringslieim, yorlesimge& 1, 1. 1-^ 
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xiiicl es würde sich dann zoiuchst dämm handeln, die Konvergenz der 
aus wohldefinierten reälm Zahlen bestehenden Folge {y =« 0, 1, 2, • • •) 
festznstellen, sodann die für geltenden Eechnungsregeln aus der 
obigen Definition abzuleiien. Hierzu bedürfen wir noch gewisser For- 
meln zur Ahsclmtzung von Differenzen der Form {A ‘ — und (A® — A®^, 
welche im folgenden Paragraphen entwickelt werden sollen. 


§ 30. Absehätznngsfoniieln fhr Potenzen mit ratlonaleni 
Exponenten. 


1. Bedeutet P eine beliebige, Ton 1 verschiedene positive, n eine 
natürliche Zahl, so ist; 


( 1 ) 


P »— 1 
P-1 
1-P^ 
1-P 


1 + P + • - • + P"-^ 


wenn: P>1, 
<w, wenn: P<1, 


und daher für P > 1: P“ — 1 > w (P— 1), 

„ P<1: 1— P"<w(l — P), also: P* — l>n(P— 1), 


nalen Folge (Vär) vorausgesetzt) nach § 28, S. 171, letzte der Formeln (19): 

(2) (lim lim «= lim «y = .4 , 

i->eo v->'3o' ' 

SO erscheint hiermit die Bezeichnung durch Gl. (1) definierte Zahl 

gerechtfertigt Da sich indessen die JSxtstenz von Vj., d. h. einer bestimmten 
positiven reellen ZM, welche der Gleichung genügt, mit den nSmlichen 

Mitteln ganz direkt nachweisen ließ, wie diejenige von Va bei positivem reetio- 

_ X m 

nalen a, und sodann alle die weiteren Beziehungen, denen Va^A*^ und A^^A^ 
genügen, gleich für den allgemeinen Fall einer beliebigen reellen (sc. positiven) Basis 
xmmittelbar angeknüpft werden konnten, so erschien es zur Vermeidung unnötiger 
Wiederholungen zweckmäßig, statt des soeben angedeuteten wohl näher liegenden 
Weges den ün Texte angegebenen einzuscblagen. Daß übrigens die im Texte be- 
nützte Definition von ^ A za. demselben Hesultate führt, wie die oben unter Gl. (1) 
gegebene, d. h. daß allemal: 

lim yäv =■ YAj 

wenn Ya die nunmehr bereits vollkommen definierte reelle Zahl bedeutet, folgt mit 
Berücksichtigung von Gl. (2) unmittelbar ans der am Schlüsse von § 29, Nr. 8 
(S. 174) gemachten Bemerkung, daß es nur eine positive Lösung der Gleichung 
«** = gibt. 
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sodaB also in jedem Falle für P > 0 (nur exkL P =• 1) die Beziehong^) 
besteht: 

(2) P»>1+«(P-1). 

_i. _.L -i. 

Ersetzt man hier P durch P " (wo: 0 < P * < 1 oder P " > 1, 

d. h. wieder nur: P > 0 und Ton 1 Tersohieden), so folgt: 


also: 

( 3 ) 


P-^>l+»(p"" — l), 


p--<l + i(P->-l)-l-i.^. 


Man bemerke zunächst, daß die rechte Seite dieser Ungleichung stets 

wesentlich positiv ist*), da sie ja über der positiven Zahl P " liegt. So- 
mit ergibt sich durch Übergang zu den reziproken Werten: 


(+) 


p» >. 


1 — 


1 P— 1 


Bedeutet nun JC eine positwe oder negative Zahl, die numerisch kleiner 
als 1 isi^ so hat man: 

(5) 1>1-JS:*=.(1-JE:) (1-1-20, + 


IP-i 


Wird also vorlSufig angenommen, daß 
Ghnnd der letzten Ungleichung aus (4) a fortiori: 


< 1 , so folgt anf 


( 6 ) 




1) Die in § 14 (g. IJngl. (15), S. 82) gegebene Herleitnng der nftmlioben Be- 
ziebimg erstreckte sieb nur anf den Fall P >> 1. 

2) Man erkennt dies auch direkt ans der Form des Ansdmekes: 

1 P- 1 


Ist nämlich P>1, so ist: 
ist dagegen P< 1« so wirdi 




1 P — 1 


< 0 , 


« P 

also in beiden Fallen, der fragliche Ansdmek 


12 * 
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und hieraus durch die Erhebung in die Potenz, mit Benützung von 

UngL (2): 

m 

(7) + 

Dabei kann man aber die oben gemachte Nebenbedingung: 

IP-il 


1 

n 


<1 


schließlich wieder fallen lassen. Dieselbe ist nämHch allemal von selbst 
erfüllt, wenn P>1. Ist dag^en P<1, so wird P— 1, also auch 

— p— negativ, und daher, wenn — • — p— sein sollte, die 

rechte Seite von üngL (6), (7) negativ, allenfalls 2MI. 

In diesem Falle sagen also jene Ungleichungen etwas zwar triviales, 
aber immerhin riMges aus. Man hat somit, wenn man noch in ÜngL (6) 

bzw. CT) -- =» e bzw. c setzt: 


(la) 


P» > 1 + c 


P- 1 


für jedes rationale c > 0 , 


ohm jede weitere Einschränkung, als daß P jaosHiv vnd von 1 verschiedm^) 
anzunehmen ist (während freilich die praktische Brauchbarkeit, dieser 

Formel erst beginnt, wenn: c • — p— > — 1, d. h. P > " 

Aus (la) lassen sich zwei wirksamere Ungleichungen (d. h. solche, 
die eine höhere untere Schranke für P“ liefern) herleiten, wenn mau 
die beiden Fälle c > 1 und c < 1 besonders behandelt. 

Ist zunächst c>l, also c— 1>0, so hat man auf Grund von (la): 

P'’-i>l + (c-l).^^ 

und hieraus durch Multiplikation mit P: 

(Ib) P« > P + (o- 1) (P- 1) » 1 + c (P - 1) {c>iy) 

1} Für JP = 1 tritt an die Stelle dieser Ungleichung die Gleichung: 

1^=1. 

2) Diese Beziehung liefert in der Tat eine Verschärfung von ÜngL (la), d. h. 
man hat stets: 

l+c-(P-l)>l + c.^^, 

also: 

Dies leuchtet unmittelbar ein, ajrenn P > 1. Ist nun aber P < 1, so ist: 
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2 üm eine entsprecbende Beziehung den Fall «< 1 zu gewinnen, 
substitoieren wir io der letzten Formel — für e, sodaS also, wenn man 
noch Q an Stelle von P schreibt, sich ergibt: 

1) (falls: -^ > 1, also: c < 1). 

Seizt man jetzt Q° wo offenbar P wiederum nur der Bedingung 
zu genügen hat, positiv und ^ 1 zu sein, so folgt: 

imd^ wenn man diese ITngleicliiing nach ^ auf lost: 
also, durch Übergang zu den reziproken Werten: 

a«) ^•>- — + 

Es bestdien somit zur Absdrätzung Ton P‘ (für jedes P > 0, ezM. 


P-KO, ^-^<0 


und; 

also: 


|P-1|<- 

P-l> 


P 

|P-1| 

P 

P— 1 


1) Auch hier ist (wenn man die Wnrknng dieser Formel mit derjenigen Ton (la) 
vergleichen will): 


1 — c 


P— 1 


> 1 + c 


P— 1 


Dies folgt aus üngL (5), sofern c • 


P— 1 


< 1. Ist dagegen e < 
P — 1 


P—l 




was nur dann mntreten kann, wenn P<1 ist, so wird c* — 1, also die 

rechte Seite der obigen üngleichong negativ oder NuU, während die Ztiil:« stets 
positiv bleibt. 
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P — 1) die drei Beziehangen (la)— (Ic), die wir der besseren Übersicht 
halber nocdimals zosammmstellen: 


(I) 


(b) P‘> 

(c) 


1 + c 


p— 1 


1+C.(P-1) 


(00) 

(01) 


Um such eine Schranke fOr P” zu erhalten, bilden wir ans 

diesen ün^eichnngen durch Snbstitntion von fOr P zonächst die 
folgenden: 


( 8 ) 


(») 

(^) (i) > 

(c) 


l_c(P-l) (c>0) 

P-l 


1 — c- 


(Ol) 


(0<c<1).^) 

Die rechte Seite Ton IJngL (a) ist jpositio, wenn P< 1 + y ; diejenige 
von üngL (b), wenn P < ^ ; diejenige ron ITngL (c) in jedem Falle 

C ““ 1 


1) Die Baäehimge& (8) liefern zugleich andi eine v/Hkre Schranke fBr P* im 
Falle «'<0. Ifan hat annftchet » P~', und trenn man sodann dnrohtreg — e 
an Stelle von e schreibt und dafBr c '< 0 annimmt, so findet man: 


(10 


(») 

0 ) 

(C) 


p®> 


l + c-(P-l) 

, . P-l 

1 + « 5 — 


(«< 0 ) 

(«<-!) 


P-l 


1— c(P— — c(P — 1) ^ 


dm auch hier eine obere Schranke zu erhalten^ braucht man nur bei den dngleiv 
ohungen (I) unter der Voraussetzung, daß durch geeignete Einschränkung von P 
die lechtmi Seiten durchweg |iosi(»e bleiben, zu den reziproken Werten überzugehen 
und schließlich wieder e durch — c zu ersetzen. Alsdann ergibt sich: 


(PO 


(») 

(b) 

( 0 ) 




1 — c 


P— 1 ■“ ^■^®'p— c(P— 1) 


l_c.(P-l)'"^ + *'l — <.(P— 1) (®< 

P-l 


U + c 


(-l<c<0). 
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(wegen c < 1, P > 0). Somit ergibt sich durch Übergtmg zn den rezi- 
proken Werten; 

l-c(P— 1)““^ + *’*! — c(P— 1) 

(II) (b)P*< {c>hT<^) 

^(c) U-Hc.(P-l) (0<C<1). 

8. Für das folgende erweisen sidi die Beziehungen (Ib) and (Hc), also: 
(Ib) P«>l-hc(P-l) (Ol), 

(Hc) P«<l4-c(P-l) (0<c<l), 

als YoUkommen ansreichend. ^) Substituiert man zunächst in (Ib): P*°* 

(wo die Zahlen Ä, B keiner weiteren Bedingung zu genügen haben, als 
posUiv' und Yoneinander verschiede» zu sein), so folgt ztu^khst: 



also, nach Multiplikation mit B‘: 

(9) Ä^-B°>e-B^-^(Ä-B) (Ol). 

Um zunächst eine analoge Beziehung für negative c < — 1 zu erhalten, 
ersetzen wir A, B durch Ä~\ B~^ und schreiben Yorläufig d statt o, 
sodaB sich also ergibt: 

A-<^-B-^>d’ B^-<^{A~^- P- - c' • X- ^ • B-‘'{B~A) (c'> 1). 

Ist nun A<.B, also ^ < 1, so ist die rechte Seite dieser Ungleichung 
wesentlich positiv und die Ungleichung bleibt also a forHori bestehen, 
wenn man jene rechte Seite mit ^ multipliziert; ist anderersmts A>B, 
also die rechte Seite wesentlich negativ, so bringt deren Multiplikation 

1) leh bemerke deshalb ansdificklich, daB man, die in Ni. 8 lediglieb einer 
gewissen Vollsttndij^t zuliebe gegebenen Entwiddnngen beiseite lassend, die 
Pormel (Oe) anoh ganz nnmittelbac ans ^b) herleiten kann, ohne den Weg llbar ^c) 

und (Bo) zn ndunen. Schreibt man nämlich in (Ib) — statt e, so wird: 

c 

p■^>l^:l(P-l) {0<«<1), 

und, wenn men lodenn für P rabstitaiert: 

also in der 

P*<l+,e(P-l) (0<c<l). 
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mit ^ 1 glai nhfia Ug eine Yerkleinerung hervor. Man erhält auf diese 

Weise in jedem Falle: 

- B-*' > c' • (c' > 1), 

and wenn man sohlieBlicih noch = — c setzt: 

(9a) - B' > c • (e<- 1), 

d. h. die Beziehung (9) gilt nnverandert auch für c< — 1, also allgemein 
für j c I > 1. 

Zur Herstellung einer entsprechenden Beziehung für j e j < 1 setzen 

Jß 

wir in (Uc) -P = finden zunächst: 

B^-A^<c-A‘-\B-A), 
also durch Multiplikation mit — 1: 

(10) A^-B<‘>c- A^-^A-B) (0<c<l). 

Ersetzen wü* auch hier wieder A, B durch A~\ B~^ nnd schreiben c' 
für e, so folgt: 

A-<'-B-<f>c’’A^-‘^{A-^-B-') = c'-A-<f-B-\B-A) {0<c'< 1), 
Die rechte Seite dieser Ungleichung wird aber wiederum noch verTdeinert, 
wenn man sie mit (wo: ^^^”'<1, wenn .4<B usw.) multipliziert, 
sodaß also: 

B-«'> c'- B-^-\B~A) 
und, wenn man wieder noch c ^ — c setzt: 

(10a) A-B^>c-B^-\A-B) (-l<c<0). 

Man bemerke, daß diese Ungleichung nichi dieselbe Form hat, wie 
die Ungl. (10), aus welcher sie hervorgegangen, vielmehr genau mit (9), 
(9 a) übereinstimmt. Da sie im übrigen, wie man sich leicht unmittelbar 
überzeugt, auch noch für c <■= — 1 rich% bleibt^), so gilt sehl4eßld(di 
Ungl. (9), anfier für c > 1, ouc^ ^ oBc c < 0. 

1) Sie nimmt füi c :■> — 1 die Foim an: 

j,-i _ 5-1 > b-*(B~A). 

Nim ist fSx alle positiven, voneinander verschiedenen A, J3: 

(B-A)*>0, 

also: 

B(B-Ä)>Ä(ß-A), 

woraos durch Division mit AN* sofort die Bichtigkeit der obigen Uagleiehnng 
lesnltiert. 
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Um zu der mterm Schranke, welche durch TJngL (9), (10) für 
Je — ße geliefert wird, eine entsprechende obere zu gewinnen, braucht 
man daselbst nur Ä und B gegenseitig zu vertauschen. Alsdann ei^ibt 
sich, wenn man noch durch Multiplikation mit (— 1) das Zeichen > in < 
überführt: 

(11) A® — J5® < c • J‘~^{Ä—B) (c<0 und c> 1), 

(12) A'-5®<c.JB«-^(^-B) (0<c<l). 

Die Beziehungen (9) — (12) lassen sich dann schließlich in folgendeir 
Art übersichtlich znsammeu&ssen: 


cm) 


und es sei nochmals darauf aufmerksam gemacht, daß dabei Ä, B ledig- 
lich als posiUo und voneinander verschiaHe» vorausgesetzt werden, d. h. 
sie gelten ebenso für A > 5 > 0, wie füi B> 

4. Für den dbacMen Betrag von J.®— JB®, wo c eine beliebige, von 
Noll verschiedene rationale Zahl bedeutet, ergibt sich aus (III) offenbar 
eine Relation von der Form: 

(13) |J.®-R®l<|ol.Jf.|^-B|, 


wo M die größere der beiden Zahlen A‘~\ B‘“^ bedeutet. XJm dies durch 
eine passende Bezeichnui^ weise zum unmittelbaren Ausdruck zu bringen, 
werde zunächst c > 1, also c — 1 > 0 angenommen. Ist sodann Q die 
größere der beiden Zahlen A und B, also: 

A^Q, B£G, 

so folgt (s. UngL (23) des vorigen Pan^praphen): 

B®-»^ff®-S also: Jf- 


Ist dagegen c < 1, also c — 1 < 0, und hat man andererseits: 
A'^g>(i, B^g, 

BO fo^ analog: 

j^o-i^p®-!, also: Jf— ^f®“^ 


Hiernach läßt sich also Ungl. (13) etwas ausführlicher folgender- 
maßen schreiben: 


(14) \A‘-B>\< 


\c\‘Q*-^-\A—B\, wenn: c>l, 0<|^|^ ff, 
|cl.^®-».|4-J?l, „ c<l, 0< g ^{^]. 


1) Für mmU in dem gleiclifikllB ansgeBchloBsenen Falle tritt 

an die Stelle ^n IJngl. (III) die' Identität: 0 » 0 «« 0; feiner im Falle e» 1 die 
Identität: 
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Darans folgt insbesondere, daß \A‘ — 3° \ gkMhe&üg mit | AL — JB | 
heUäng Uem wird, sofern nur Ä, 3 innerbalb irgendwelcher posUher 
Schlanken bleibeiL. 

5. Setat man in üngL (13) speziell JB—l (also J.^1), so ei> 
gibt sich: 

(16) l^«-ll<lcl.Jf- 1^-11, 

wo jetzt M die gt^ßere der beiden Zahlen und 1 bezeichnet; d. h. 
man hat: 

»Jf—l, wenn: (jl<l, c>l) oder: (aI> 1, c<l), 

' H Jfef — AL®"’-, wenn: (A.>1, c>l) oder; (J.<1, <!<1). 

Ersetzt man in üngl. (15) e durch c — <f und multipliziert die be- 
treffende Ungleichung noch mit A^, so eigibt sich zunSchst: 

I AL® - A.«' 1 < 1 c - I • Jf • ul®' . 1 AL - 1 1 , 
wo M die größere der beiden Zahlen A®"®*"’ und 1 bedeutek Setzt man 
also noch: M', so wird: 

(17) lA®-A®'|<|c-c'|.Jf'.|A-ll, 

wo jeizt Jlf' die grSßere der beiden Zahlen A®~^ und A®* yorstellt.’) 

Aus den Ungleichungen (15) und (17) erkennt man insbesondere, 
daß |A®— -1| bzw. |A® — A®'| föx jedes Ton 1 rerschiedene, innerhalb 
irgendwelcher jpositmr Schranken liegende A ghieheeiHg mit | c | bzw. 
j c — c' I hdieb^ VUm werden, (ln dem hierbei ausgmionunenen Falle A 1 
hat- man ofibnbar | A*— 1 1 •- | A®— A®' | — 0 fto jedes Idiebige c, c'.) 

§ 31. Potenzen mit positirer Basis nnd beliebigem 
reellen Exponenten. 

1. Es bedeute zunächst A — [aj eine positive, c eine raHo- 

iscile Zahl mit beliebigem Vorzeichen. Die Folge (a/) ist dann sicher 
Tconvergent. Denn wegen der Eonrergenz der Folge [a,] gegen einen 
posHdoas Grenzwert bleiben f&r w ^ n die Zahlen a, twistdien mei pos»- 
Uvm St^ranken g, 0*), -während zugleich schließlich hdiettig 

1) Da bei Teitaneehung von e xmd e' die linke Seite -von DngL (1 7), deigleiohen 
Mohts die Faktoren |e — e'| und | A — 1| ungeSndert bleiben, so atebt ea anoh 
frei, unter Jlf' die giofiere der beiden Zahlen A” und A<^~* zn veratehoa. 

S) Damit die Terme a® flberbaupt beatimmte poaiiire reelle Zahlen voratdlen, 
ist an sich erCorderiieh, daS 0. Diese Bedingung ist, wegen lim 0, sicher 

für <r ^ n drfüQlt. Sollte die Folge [a,] eine (hiernach allemal mäiUSk^ Anzahl 
negativer Texme enthalten, lo hat man dieselben hei der Bildnng der Folge ein- 
fach wegznlaasen. 
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klein wird; dann gilt aber das letztere nach ün^ (14) des rorigen Para- 
graphen auch fBr ~ o/ 1- Man kann daher setzen: 

(1) 

lim a,® =» By 

»•►•oo 

wo B eine bestimmte nicht negatiTe Zahl vorstdli Ist da-nTi etwa c ± 
so folgt: 

/ 9n\ m. 

(2) B* — (lim af 

»-►oo 

\ =- lim (nach (19), S. 171; (22), S. 177) 

»->« 

' 

— (lim o,)*”* (nach (8), S. 163) 

»-►«0 

and daher: 


( 8 ) 

d. h. schlieBUdbi: 

( 4 ) 

lim a/ — Ä*, 


wo J.* die § 29, Nr. 5 (S. 176) eindeutig definierte positire redle Zahl 
TorsteUi Man Mtte daher auch umgekehrt Ä“ als lim a/ defmierm können 
(TgL die Fußnote am Ende Ton § 29, S. 177). 

Ist [aj eine positire Folge mit dem Ghrenzwerte 0, so wird für 
e>0 auch: 

(5) lim — 0 . 

»-►00 

Dies ist ohne weiteres Uar, fialls <;> 1 (da — zum mindesten ftir v^n — 
a, <1, somit nadi S. 177, üngl. (24): a/<aj und kann im Falle 

0 < c < 1 leicht indirekt bewiesen werden. HStte man lämUch: 

m 

lim a," — 0, 

»->00 

so wtirde noh ergeben: 

(um o,*) — lim o," — J?* > 0, 

»-►•0 »-►ü 

was unmSglieh ist, da gleichzeitig mit lim a, — 0 auch lim a,” — 0. 

»-►oo »->•# 

Ist ay>0, limo:,— >0 und e<0, so hat man zui^hst nach GL (6): 

Um o,“* — 0 
»-►«» 

und daher nach S. 165, Fußnote 1: 

(6) lim a,* — + 00 . 
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2. Sei jetzt wiedernm Ä eine beliebige posi^e, au&erdem G = [cj 

eine beliebige redle Zahl Alsdann ist die Folge (Al^) allemal Jiomerffmt; 
denn wird nach § 30, TJngl (17) (S. 186) gleichzeitig mit 

c, |, d. L w^n der Konvergenz der Folge [cj, für hinlSngUch 
große V bdiäng M&n. Hiernach eansMert also lim als eine bestimmte 
nicht negative Zahl 

Ist ZQiüUihst die durch die rationale Folge [cj definierte Zahl G eine 
rationale, so hat man offenbar: 

(7) lim 

V-^eo 

wo eine wohldefinierte positive Zahl vorstellt (vgl § 29, Nr. 5, S. 175 
nnd Nr. 1 dieses Paragraphen). Denn fOr hinlänglich große v wird 
|CJ— c,| nnd somit nach § 30, Ungl (17) auch | J .®— hdiAng Mein. 
Ist jefatt G — [cj maUonal, so äeßmaren wir durch die Formel: 

(8) J.®-limALVi) 

»•>■00 

Alsdann steht auf Gmnd der eben gemachten Bemerkung zui^chst fest, 

daß diese Definition auf "keinen Widerspruch führt, Mls an Stelle von G 

eine in der Gestalt lim c, gegebene rationale Zahl tritt. Im übrigen ^t 
»•>08 

sich aber anch zeigen, daß das auf diese Weise definierte Symbol den 
nämlichen Fondamentalbeziehnngen genügt, wie Ä‘‘ bei roHonalem c. 

Yor allem bemerke man, daß die ZtM durch Gl (8) vollkommen 
eindeuUg definiert ist, daß sie also anch nickt von der besonderen Zahlen- 
folge [cj abhängig welche zur Definition von G verwendet wird. Ist näm- 
lieh [c,'] ügendeine andere Zahlenfolge von der Beschaffenheit, daß G «- [c,'] 
nnd bedeutet (cf') die zusammengesetzte Folge (Cg, Cg', • • •, cf, •• •), so 
koweergUrt (cf), also auch (A’i'), und man hat wiederum nach § 28, 
Nr.3,I(S.170): 

(9) lim A^' — lim A‘i! lim A^r, 

»•>00 »•>08 » r > 0 e 

3. Wir wollen nun zuimehst zeigen, daß A^ denjenigen Relationen 
genügt, welche den in § 29 mit (20) — (24) bezeichneten für A" ent- 
sprechen. Es ist: 


1) Hieraus folgt insbeBondeie: 
da ja for jedes ratienurie e» : 




r» ■= 1 . 
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JP lim Ä°v • lim jB®» 

V~^eo V->oo 

- lim (Ä^v . B‘r) (§ 28, S. 171, GL (20)) 

r->ao 

= Um (ÄByv (§ 29, S. 176, GL (20)), 

y-^oo 


also sdiUeßUcli mit Benützung der Definitionsgleicliung (8): 

(10a) -3° =• (J-By (genau konform mit GL (20), S. 176). 


ln gleicher Weise findet man: 


(lOb) 

und speziell: 
(10c) 



Bedeutet außer C auch 0' » [c^ eine bdiehige reelle Zahl, so hat 
man auf Grund der Definitionsgleichung (8): 

^ —. lim. • litn =» lim .A®»"*"®» 

y->oo r->flo 

(nach § 28, S. 171, GL (20); § 29,8. 176, GL (21)) 
und daher — . w^en G-\- C' = [c^ + O- 


(1 1 a) .4® • 4®' — 4®+®' (entsprechend S. 176, GL (2 1)). 


Ganz analog ergibt sidi: 

(llb) 

und speziell: 

(llc) 




4-«'. 


Es sei jetzt 4 > 1, (7 [cj > 0. Dann kann man (auf unendUch 
■viele Weisen) dne positive rationale Zahl c so wählen, daß <7> c > 0, 
also auch, zum mindesten für v^n, c, ><J>0, Alsdann hat man 
(nach S. 177, (24), (23a)): 

4®»>4®>1 (v^«) 

und daher: 

4''^4®>1. 

Ersetzt man sodann 4 durch und C durch — C, wobei an die 
Stelle der Bedingungen 4 >■ 1, C'^0 die folgenden treten: 4-<l,O<l0, 
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so ergibt sich mit Benfitzung Ton (10c), (11c) und durch Zusammen- 
fassui^ mit den eben gefundenen Relationen die folgende: 


( 12 ) 


. 1 '> 1 , 


wenn 




^>1, C>0 

0<.4<1, C<0 
(entsprechend S. 177, IJngL (23 a)). 


Wird jets:t ^ iSx Ä substituiert, so folgt durch Multiplikation mit 
und Benätzui^ von GL (11a): 


(13) 


Ä0>B0, 


wenn 




Ä>S>0, C>0 
0<Ä<B, C<0 


(entsprechend S. 177, üngl. (23)). 


ünd wenn man in (12) 0 durch 0—C' ersetzt und die ganze ünglei> 
chung imter Anwendung von (11a) mit A°’ multipliziert: 


(U) 




wenn: 


A>1, OC' 

0<.4<1, C<0' 

(entsprechend S. 177, UngL (24)). 


Daraus folgt noch, daS man aus: 


(15) Ä<^^B° bzw. 
allemal schließen darf: 

(16) Ä^B bzw. C-0'. 


Sind m, n zwei positire ganze Zahlen, so hat man: 

(17) (.4®)*" (lim A.®»)*”* •“ lim 

Andererseits: 

f / hY l lY 

A® ■- lim (A“ j — (lim A"/ — \A* j , 

also: 

(A®)» — A". 

Hieraus durch Erhebung in die ± m** Potenz und Benützung Ton GL (17): 

-1. ^ 

(A®)'=»-A='-”-A*^--,. 


und, wenn mau noch ± ■ 
ratimal: 

(18) 


(f setzt, sodafi also c' (positiT oder negatir) 
(A®)«'-A®«'. 
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Ist jetzt wiederam C' — [c,'], so ei^ibt sich nach Definitionsglei- 
chong (8) mit Benützung von (18): 

- lim (AJi - lim , 

y ->00 

und hierans würde fo^en: 

(19) (entsprechend S. 177, 61. (22)), 
wenn nodi gezeigt wird, daß: 

lim Ce; 

(20) lim 

»->•08 

4 Bs handdt sich also lediglich noch xun den Nachweis des fol- 
genden Satzes: 

Ist C «o lim wo (Cy) eine Folge mit hdiäfigm retMen 
Gliedern hedentei^ so hat mau: 

limC. 

(21) lim A^ (d. L also: lim -4.®»= 4’’"*'*) 

1 >->fl 0 V ->«0 

(wobei jetzt die einzelnmi Glieder der Folge (A^*), ebenso wie 
A^ durch Gleichungen von der Form (8) definiert zu denken sind). 
Beweis. Es bedeute (d,) eine Folge positiver rationaler Brüche mit 
dem Grenzwerte NuU. Alsdann wähle man zwei Folgen raUonaler Zahlen 
c„, c/, sodaß: 

(22) Cy-dy<Cy<Cy, Ü, < C/ < C, "h d, . 

Daraus folgt zunächst (wegen limdy»>0): 

C •» Um Cy — Um c,', 

und daher: 

(23) AL^'-Um J.o^-Um J.»;. 

p^ao 

Andererseits fo^ ans (22) mit Benützung der TJngL (14), daß 
A*^r beslandig eingeschlossen ist in die Grenzen A^r und A.V. hUthin 
ergibt sich mit Berücksichtigung von (23) nach § 28, GL (25) (S. 172): 

lim A^r — AL®, q. e. d. — 

»•>■0 

Damit ist also insbesondere die Bichtigkeit von Gl. (20), und folg- 
Uch auch diejenige von GL (19) vollständig bewiesen. 

Als spezidler Fall des eben bemesenen Satzes ergibt» sich noch: 

Ist (Ay) eine beUebige reeUe Folge mit dem Grenzwerte 
Hidl, so hat man: 

UmA^-'-A®-!, 

psg» 

d. h. es wird \A^*— 1 1 gleichzeitig mit A, beUebig Mein. 


( 24 ) 
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5. Es erseliäm.t irfiaschenswert, auch die Absd^tzongsformeln des 
Torigen Paragraphen auf den Fall eines hdiängen reeUen Exponenten G 
anszudehnen. Dahei kommt es offenbar im wesentlichen nur darauf an, 
die dort mit (la) bezeichnete Ghmndformel: 

+ (c>0) 

auf zu übertn^^: denn alle weiteren a. a. 0. hergeleiteten Beziehungen 
geben ans der eben genannten lediglich dnrcdi Anwendung Ton Opera* 
tionen hervor, welche nach Nr. 3 dieses Paragraphen fdr bdiänge redle 
Exponenten in ganz gleicher Weise ansfdhrbmr sind, wie fOr rationale. 

Sei nun C =• [cj > 0, also (znm mindesten für v ^ n) auch c, > 0 
und daher: 


woraus zunächst für »■ lim P®» folgen würde: 

po^l + C.^- 

Es läßt sich aber leicht zeigen, daß das OhidAeitseeichen (abgesehen von 
dem ein für allemal ausgeschiedenen Falle P » 1) in Wahrheit ausge- 
schlossen erscheini Dies ist ohne weiteres klar, wenn die rechte Seite 
negativ aus&Uen sollte. Ist sie aber pmiw, so gilt offenbar das gleiche 

von dem Ausdrucke 1 + y • — p— • Man hätte sodann: 

^> 0 , 

und hieraus durch Quadraterhebung: 
also scliließlicli: 

(la) pc> 1 + Cf. ^ (OO). 


Daraus er^bt sich dann auf Grund der oben gemachten Bemerkung 
ohne weiteres audi die Gültigkeit der übrigen Abscl^tzungsformeln des 
vorigen Paragraphen, wenn man darin e durch 0 ersetzt.^) Man hat also 
insbesondere (nach Analogie von (Ib), ^c) und (UI)): 


(Ib) P<'>l-hC(P-l) (Ö>1), 

(U) P‘’<l-f-ö(P-l) (0<C<1), 


(UI) ^ A0-Pcj^|o.A®-»(A-B) 


(0<0 und £/>l) 
(0<G<1). 


1) Setzt man P=»i -[- Q, wo also; Q'^0 oder; — seim miiß(damit 
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6. Benfttzt man wieder die letzte Formel zar Abschätzimg von 
\A^—S°\, so ernennt man unmittelbar^ daB — B^\ gleic^eitig mit 

\A—B\ idiäng Mem wird, sofern A und B innerhalb irgendwelcher 
positiver Schranhen li^en. 

Hieran knüpfen wir noch die folgende prinzipiell wichtige Be- 
merkung. 

Ist J.=liinil„, so ei^bt sich ans dem eben gesagten, daß \^~Ay°\ 
gleichzeitig mit \A — A^\ beliebig klein wird, und man hat daher: 

(25) A^’=‘^mAJ^ (anders geschrieben: (lim A,)® — lim 

»->00 v*>>eo V-^oo 

Ist ferner C = lim so hat man nach 6L (21): 

t = oo 

limC„ 

(26) A° — lim A^r (also: A'"*'“ — lim {A°r)). 

1 '->ao V->-oo 

Es besteht nun aber auch noch die folgende Beziehung: 

(27) = lim Äj^v (also : (lim « lim , 

r->*ao y-^oo 

Man hat nämlich mit Benützung von GL (26) ; 

A^ — • lim AJ^v «« lim A^v — lim AJ^v =. lim {A^v — =- 0 , 

y *>00 r->-OP »->00 »->00 

da nadi UngL (QI) \A°v—A^ii\ gleichzeitig mit \A—‘A^\ Midtig JcUm 
wird, woraus dann die Richtigkeit von GL (27) unmittelbar herrorgeht. 

Wählt man speziell A^, C, rational, etwa (also 

nach der bisherigen Bezeichnungsweise: A <— [aj, C = [cj), so folgt 
aus (27), daß; 

(28) .4.*^ — lim o,**, 

sodaß man also A^ statt, wie geschehen (s. Gl. (8)), durch die Folge (A"-) 
auch durch die prinzipiell etwas einfaehere (nämlich nur rationale Po- 
tenzen roMomUr Zahlen enthaltende) Folge (a/-) hätte defvmeren kSnn«a. 
Ebenso hätte man, Ton der Potenz mit redimcier Basis und raüomdem 


P>-0 and von 1 rencbieden), lo nebmsn die betreffenden tTngleibhungen «ne 
für manche Zwe^e bequemere Fom an, z. B.: 


(1-1-#’ 


>1 + 0 -Q (C>1), 

Cl + CQ (0<C<1). 


IPzingiheiin, h 1- 


13 
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Exponenten ausgebend, zunächst a° als lim af’y und sodann als lim a° 

v->oo v->-eo 

(cf. QL (25) fOr a„) definieren können. 

Wesentlicb und wertroU ist nun die auf Ghrund der Gleichungen (25) 
bis (27) gewonnene Erkenntnis, daß jede dieser rein logisch offenbar 
gldchbereddigten Definitionen stets em und dieseV>e (mit A° zu bezeich- 
nende) res?Ze ZcM erzeugt, und daß daher die WWwr, welche tatsächlich 
in der Bevorzugung irgendeiner iestimmten dieser an sich gleich mSgUehen 
Definitionen liegt, auf das Bndresvdiat keinerlei Einfluß öbi 

§ 32. Logaritiimeiu 

1. Da die Operation des Fcteneierens Mm Jemmutative ist, so ge- 
stattet sie neben der in § 21 definierten Operation des Sadieierens noch 
eine ewäte, davon wesentlich verschiedene Umkäurmg. Denkt man sich 
die fertige Potenz cds reäle ZoM vorgäegt, so kann man, statt, wie bei 
der Badiziemng, nach der Basis zu fh^en, welche bei geg^>€nem Ecgio- 
netUm diese Potenz hervorbringt, auch darauf ausgehen, den Ei^gonenten 
zu bestimmen, welcher bei gegebener Basis die fragliche Potenz liefert. 
Mit anderen Worten, es handelt sich um die Auflösung der Gleichung: 

( 1 ) B‘^A, 

wo A, B geg^>em Zahlen bedeuten, die wir gleich als Miebig reäl, jedoch 
als wesentlidi positiv voraussetzen (letzteres, weil B* bei Idi^ngem x zu- 
nächst nur fQr B > 0 definiert ist und sodann A ^ichfalls > 0 aus- 
fiUt). Dabei ist nur noch die Annahme .B » 1 ein ffir allemal auszu- 
schließen, weil in diesem Falle ffir jedes x stets B“^\ resultieren würde. 

Sei nun zuiüUihst .B> 1. Alsdann gibt es, da B* mit wachsenden n 
schließlich beliebig groß, B~* beliebig klein wird, in der Reihe der Po- 
tenzen B®, B^\ B±*, stets eine und niw eine, etwa B“» (wo also 

Og eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, ±1, ±2, •••), derart, daß: 

entweder: oder: 

Ln letzterei Falle nehme man eine positive ganze Zahl m und 
bilde die 2^ahlenxeihe 

+ ®o+jr> ®o + ~6“* 

In dieser letzteren muß dann eine bestimmte Zahl Og H- (wo also: 
0 ^ Oj^ h — 1) existieren, sodaß wiederum 

Ol flx + 1 

entweder: B oder: B'><A<B ‘ 
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Schließt man in dieser Weise weiter fort und setzt zur Abkürzung: 

(2) + ^ + ^- H 1- p 

(wo also Oq eine Irastimmte posiiive oder n^ative ganee ZaM, erentaell 
such Nuß Yorstellt und die (%=> 1,2, *••,«) Zahlen aus der Beihe 
0, 1, • • •, (& — 1) bedeuten), so gelangt man also mh/oeä&r nach einer enär 
Ucheu Anzahl der angedenieten Operationen zu einer Qieichung ron der 
Form: 

(3) 

oder man hat in imbegretat fortsetzbaxer Folge: 

JL_ 

(4) 

Im ersten Falle hat man ohne weiteres: 


( 5 ) X - 

Im meiten findet man zuimchst nach QL (8) (rückwärts gelesen) des 
vorigen Paragraphen (S. 188): 


hm B , 

r->o# 


or, + i Um 

UmJ5 

y->o» 




[Vy] 


und somit wegen üngl. (4) mit Benützung von § 28, QL (25) (S. 172) an ch 


(6) d.h. a!-[ej. 

Es existiert also allemal, zunächst für B > 1, eine bestimmte reeße 
ZM X, wdehe der Qleichang B* — J. (wo J.>0) Genüge leistet, und 
zwar gibt es offenbar auch nur eine enuige. Denn aus: B** — B* 
stets auch: a/ — x (s. QL (15), (16) des vorigen Paragraphen). 

Ln Falle B < 1 bestimme man nach der eben anseinandergesetzten 
Methode eine Zahl o, welche der Gleichung genügt: 


{^y-A (wo jetzt: |->1). 

AUdaiiti wild aber: 

(7) B-’-A, d. h. 

2. Man nennt die eindeutig bestimmte redle Zahl x, welche der 
Gleichung: 

B*-.^ 


genügt^ den (reellen) LogariOmus von für die Basis B, in Zeichen: 


( 8 ) 


X’^logA. 


18 * 
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Die Deßmtion des Loga/riffmus voa A für die Basis B ist also vollstän- 
dig entlmlten in der Oleiehung: 

(9) = 

’W’Men; 


hat man für jede positive Basis S^l: 

B 

(10) log 1-0, log 5-1. 

Um die Beziehtmg der Logarithmen von A für zwei verschiedene 
Basen B, 5j festzustellen, hat man mit Benützung von G-l. (9); 


also schließlich: 


s s 


s s 

A — 


und hieraus durch Vergleichung mit (9): 

B Sx B 

log5, - log J. — log.i, 

d. k: 

( 11 ) logA^^=^M-logA, 

log -Bl 

wo Jtf — — — als der Moduhts des Logari^mensgstems mit der Basis B^ 
log Hx 

in bezug auf dasjen^e mit der Basis B bezeichnet wird. Die Glei- 
chung (11) besagt also, daß aus den Logarithmen irgendeines bestimmten 
Systems (B) diejenigen für ein beliebiges anderes System (B^) durch 
bloße Multiplikation mit dem lediglich von B, B^, nicht aber von A ab- 
hängigen Faktor M gewonnen werden kSnnen. 

Setzt man in Gl (11) speziellJ. — 5, so folgt mit Berücksichtigung 
von (10): 

J5 SS 

(12) Jlf— log5 — — , also: log^^logB— 1. 

logJSi 

Sind Ax, Ag zwei beliebige positive Zahlen, und setzt man: 

a B 

logA^^Lx, log^-i,, 

Ax^B^, Ag^B^, 


also: 
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80 folgt: 
und daher: 

(13) loVAA)=“log^ + log^„ log^ = togA-l4^, 
und aus der zweiten dieser Gleichungen, fElr .4^ =>• 1 und ^4, — J. ; 


(14) 


Ist ferner G eine 


log - 2 “ «« — log A. 

ige redie Zahl^ so hat man: 


s s 

jp =, 

S S 

logA°=C-logÄ. 


und daher: 

(15) 

Ist: 

s s 

(16) .4j>.4i, anders geschrieben: 

so hat man nach TJngL (14) des vorigen Paragraphen (S. 190); 

B B 

log > log Alj^ , wenn: JS > 1 

B B 

log Af < log j4j , wenn: J? < 1 . 

Ist insbesondere B> 1, so folgt hieraus, wenn man einmal .4^ » 1, 
Af’^Af das andere Mal A^ 1, A^-^ A setzt und berücksichtigt, daft 

tog 1 - 0 (GL (10)): 

B 

log J. > 0, wenn: 4. > 1 , 

B 

log4<0, wenn: 4<1. 


(17) 


(18) 


TTn^kehrt im Falle .B < 1 . 

Für die Zwecke der praMsciten Bßchmmg wird bekanntlieh B => 10 
angenommen. Die Logarithmen für die Basis 10 werden sodann als g»- 
meine oder Briggsche Logarithmen bezeichnet und zumeist schlechthin 
durch das Zeichen log (ohne ausdrückliche Hinzuft^jung der Basis) charak- 
terisiert. Für äUgemine cmUgHsehe UntermAmgen erscheint es dagegen 
TorteUhaft, sich der sogenannten noHMnAen oder Bepersohen Logarith- 
men zu bedienen, deren Basis eine gewisse, im folgenden Paragraphen 
zu definierende BraHoiu^äU e ist, weil infolge der besonderen Eigen- 
schaften der Zahl s alle auf Logarithmen bezügUohe analytischen Ent* 
wicklungoi eine etwas einfiichere Form aunehmen, als für jede andere 
Basis. 
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§ 33. Die Zahl e. — Formeln zur JLhsehfttzung ron e“. 


1. Die soeben erwähnte Zahl e soU definiert werden durch die 
Formel: 


( 1 ) 


6=“limc,, wo: 

1*98 06 


«.-(I + t)' (^- 0,1,2,-). 


Um vor allem za zeigen, daß diese Definition einen Sinn hat, d. h. daß 
die Folge (ej komergtert, gehen wir aus ron der fOr jedes positive, von 1 
vermiedene P gültigen Ungleichung: 

P»+i>(» + l)P_v, 

wdche ans der Ungl. (2) des § 30 (S. 179) herrorgdit, wenn man da- 
selbst » » V -f- 1 setzt. Durch Substitution Ton ^ luid Multipli- 
kation mit 2 *'^^ ergibt sich daraus: 

( 2 ) + 

wo jetzt p, q ledi^ch der Bedingung zu genügen haben, positiv und ron- 
einander versdiieden zu sein. 

Bedeutet ferner « eine beliebige positiTe oder negatire Zahl, so 
werde gesetzt: 

•1 I ^ 


wobei im Falle « < 0 allemal v > j ce ( sein soll, sodaß also p und q 
stets positiv aasfallen. Wegen: 

(v+ l)l> — vj -■ 1 

folgt alsdann aus ün|^. (2): 


(B) (l + 4-J->(l + f)' 

und daher speziell für tt — 1 : 



«>0 

«<0, v>|a| 


C“^) ^ (•'■“l» 2, 3, •••). 

Ebenso für « >» — 1 : 


und hieraus durch Übmgang zu den reziproken Werten: 


V \* 
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oder auch, 'wenn man v durck v + 1 ersetzt: 



Führt man noch, die Bezeichnung ein: 

(6) also: i?, - (1 + • e, > 
so folgt aus (5): 

(7) (.-1,2,8,...). 


Die bilden also eine monoton eunämende, <iie J?„ eine monoton 
abnämenäe Folge, und man hat: 

(8) 2 = Ci<e,<E,<JBi = 4. 

Daraus ergibt 8i<dL, daß jede der beiden nach § 22, Nr. 6 (S. 130) Tton- 
vergerdm Zahlenfolgen [sj, [JSJ einen endlichen Grenewert und zwar, 'wie 

die Beziehung (6) lehrt, wegen: lim = lim ^1 + — ) • lim e„ den näm- 

lüdien Ghrenzwert besitzt Man kann also setzen: 


( 9 ) 


lim (l + -!)*- lim (l+ir‘=c, 




wo jetzt e eine hesimmte posiHve 2kM (i^mlieh die Zahl [ej) bedeutet, 
welche im übrigen offenbar den Bedingungen genügt: 

(10) «,<.<£, (iL {n.i)'<«<(n.ip). 

Da aber: 

( 11 ) + 

so lehrt UngL (10), wie die Zahl e zwischen unendlich viele rccHondk 
Zahlenpaare von belieb^; klein voizoschreibender Differenz eingeschlossen 
werden oder, wie man zu sagen pflegt, his auf einen vorgeai^/riebenen Qrad 
von Qmauigh&t nähermgsw&ee havtdMet werden kann. Eine merMidi 
schneller zu diesem Zide fflhrmide Methode, welche überdies auch er- 
kennen laßt, daß e eine IrrationcdgaM ist, 'wird in Nr. 4 dieses Para- 
graphen ai^iegeben werden. 

2. Es soll jetzt gezmgt werden, daß auch dann die Zahl e als Ghrenz- 
wert erscheint, wenn an die Stelle der natürlichen Zahlenreihe (v) eine 
gam Idiebige ZcMet^olge (m,) trüt, sfifem diese im der Bedm^tng ge- 

wBgt: lim | o, | oo. 

»->00 

Es sei zunächst (o,) (v — i, 2» ß, ■ • •) «ine Folge beliebiger positiver 
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ZaMeD^) mit dem Grenzwert lim a, »• -|- Man kann dann jeder dieser 

T ->«0 

Zahlen eine bestimmte nafürUdie Zahl so zuordnen, daß: 

^ a, < «t, + 1 , 

also: 

1 + — + + 

und daher, wegen: 
a fortiori: 


Da aber: 
nnd: 


Mt, + 1 > a, ^ 

anders geschrieben: 

lim e„ - lim e - « (a § 28, S. 137, GL (2)) 

^ (i + ;rxtr'- 

SO folgt schließlich (nach § 28, GL &b), 8. 172): 

(X2) ta(l + 

Ferner hat man: 

und da der letzte Faktor fBr v» co wiedemm den Grenzwert 1, der 
erste nadi GL (12) den Grenzwert e besitzt, wiederum: 


(13) 


lim (l — e. 

y •> «0 ' 


Bedeutet jetzt (09^) eine ZaUenfolge^ von welcher nur Torauegeaetzt 
wird, daB lim | id^| — -f 00 (wahrend unter den Zahlen cd^ selbst unend- 

y*>-9o 


1) In den ToiaagelLenden Paragraphen wurden hdidnge redk Zahlen zum 
Unterschiede von den ausdrfieUieh als raiumal vozauBgesetzten durch große, diese 
letzteren dagegen durch kleine lateinisdie Buchstaben bezeiohnet. Nachdem jetzt 
aber die yoUkommene ÜbereiTiitiininung der Eechnungsregeln (und zwar nicht nur 
bezüglich der vier Speetee, sondern auch für Potenzen mit beliebigem reellen JEfO^^o- 
nenten) festgestellt ist, lassen wir yon jetzt ab den obigen Unterscbied in der Be- 
zeichnungsweise fidlen, d. h. jeder Bnchstabe kann generell jede beUMge redk 
ZM vorsteUen, solange nicht ausdrÜckUdi irgmidweldie einaohx&nkende Fest-^ 
Setzungen getrofen werden. 
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lieh viele positive, wie negative sein dürfen), so folgt zimSohst ans 
Gl. (12) und (13), daB: 


li“ (l + T^)' lim(l — T^) e. 


und daher, wenn etwa eine aus den Zahlen ; o)„ | und — | ®, ' Buso/nMtien- 
gesellte Folge mit (©,0 bezeichnet wird, auch: 


(14) 


Jma (l + - e (nach § 28, Nr. 3, S. 170, 1). 


Da aber die aus allen möglichen ± { zusammengesetzte Folge (®,,0 

offenbar die Folge (m^) als TeUfolge enthält und die analoge Beziehung 

auch für die Folgen +-^] 'J nnd gilt» so ergibt sich 

(eben&Us nach S. 170, 1), daß auch: 


(15) 


lim 





womit die Richtigkeit des zu Anfang dieser Nummer angekündigten Re- 
sultates erwiesen ist. 

Setzt man — K, so hat man offenbar lim d,, » 0, und umgekehrt 

folgt aus dieser letzteren Beziehung mit dem Zusätze, daß die d, für jeden 
einzelnen Index v als von NvU vermieden angenommen werden, daß 

lim l-f-l -f- 00 . Man kann daher GL (15) such durch die folgende 


ersetzen: 

JL 

(16) lim (1 + d,)'*» =«■ e, wenn: 




d,|>0(»;-0,l,2,...) 
0 . 


lim d, 

r-^-oo 


Wir wollen hierfür gelegentlich such die Tsüreere Schreibw^se benützen: 

£ 

(17) lim(H-d)'-.c, 

i-*9 

deren wahrer Inhalt in der Zuusammenfsssung aller möglichen Beziehungen 
von der Form (16) besteht^) 

1) Die in gleichein Sinne angewendete ältere Schreibwnie: lim ( 1 4* 

6si0 

8. 160, Fußn, 1) ist eigentlich wenig passend und namentlich fSr den Anfänger ver- 
wirrend, da ja gerade unter den Werten, welche man i (abgekürzt für äv) bei- 
zolegen hat, der Wert d 0 definitiv ausetmhliefim ist Es müBte also 2 EimL min- 
-1. A 

desten heißen: lim(l-4-d)<^, wofür irix eben kttrzer schreiben: liin(l + ^)'^i ^ 
limdsO ^<*>0 

Wotten: Lxmes fitv 9 gtgen NuB (ausführlicher! wenn 9 gegen NvB konvergiert). 
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8. Setzt man, was offenbar den über ra, gemachten Voraussetzungen 
entspricht, in GL (15) wo v wiederum eine mtmlUSie, a eine 

gatte hdidtige reeZJe Zahl bedeutet, so wird: 


und daher: 



e, 


e“ 


lim 



Nun ist aber nach § 31, GL (25), S. 198 aUgemein: 

(lim^,)“-lim(ui„“), 

sodaß sich (mit Benützung von GL (19), S. 176) ei^bt: 

(18) e“=-lim(l + — y* 

Es läßt sich somit jede Potenz von e mit gone hdiängem redlm Ex- 
ponenten darstellen bzw. berechnen als Qrenewert einer Folge von Po- 
tenzen mit ganzen posUiven Exponenten. 

Dieses Besnltat kann zunächst dazu dienen, um zwei fär spätere 
Anwendungen nützliche Ungleichungen zur Abschätzung von ef* herzu- 
leiten. Da nach UngL (8) dieses Paragraphen die Zahlen ^1 -f-^y mit v 
monoton znnehmen, so hat man für jedes endliche vi 

e->(l+^)’ 

(wobei im Falle «<0 lediglich zu nehmen ist). Man hat daher, 

wenn man speziell v »» 1 setzt: 


e“ >1-1- Cf für «>0 und — l<a<0. 

Oder auch, wenn man berücksichtigt, daß diese Ungleichung für «e 0 
in eine Gleichung übergeht, etwas kürzer: 

(19) e*^l-f« für «> — 1, 

mit dem Zusatze, daß das Qlnchheits^vskea nur im Falle a 0 gilt. 
Schr^bt man hier — « statt u, so gilt: 

e-*^l-a für -«>-1, also für «<1 

(d. h. ausführlioher gesagt, für alle posiUoen a zwischen 0 und 1 und 
oflle mSgUehen negaHoen ce gilt das Zeichen ^öße»**, das G^lstcjUieifezeichen 
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nur fOr — 0). Hieraus folgt, da 1 — tr > 0, daroh Übei^ai:^ za den 
reziproken Werten, in entsprechendem üm&nge: 

( 20 ) ^ 

Da den Beziehungen (19), (20) das Qehiet — !<«< + ! ffemeinsam 
ist, so folgt insbesondere, daB glet^eiMg: 

^ 1 + « 

(21) ^ 1 wffljn I « j < 1 . 

l — 1 — « J 

Setzt man noch in üngh (19): 

1+« — a, sodaß also: a>0fBra>— 1, vice versa, 
in UngL (20): 

=■ o, sodaß also: a>0fSr«<l, vice versa, 

und berücksichtigt außerdem, daß in beiden BOlen dem Werte a 0 
der Wert a — 1 entspricht, so gehen jene Ungleichnngen (19), (20) in 
die folgenden über: 

f 

(22) I 1 i für o>0, 

I e"«^a 

wobei das GleiMeitszeiciim ausschließlich im Falle a 1 zu gelten hat. 

4. Es soll jetzt noch, wie am Schlüsse yon Nr. 1 angekfindigt wurde, 
eine andere, zur numeiischen Berechnung wesentlich geeignetere Dar- 
stellungsform der Zahl e abgeleitet werden 

Mit Hüfe des binomischen Satzes findet man: 


{1 + t)’ - 1 + V ■ T + '47 * • V. + ■ • • + '444 • f 
(28) _l+i + i(l-i.)H-i(l_i)(l-|.) + .. 


und daher nach § 28, üngh 22, S. 172, für v oo : 

(U) e^Wl + ^ + ^ + ... + i).0 


»®**+Ti + Ii+-- + ^ 


gleichseitig mit * monoton zunimmt, so 
fum mhdettev An «wstorm ßiiuu (t 16, 
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Anderezseiis folgt ans GL (23) für jedes » < v; 

(1 +i)’>i 

tmd daher fBr v — ► oo : 

e> 1 + ^ + -^ + ) 

Läßt xnan jetzt n ins Unendliche wachsen^ so ergibt sich: 

(25) + ^ + + + 

Dnrch’ Tergleichoi^ mit Formel (24) ergibt sich dann als die oben in 
Anssicht gestellte neue Darstellnngsform der Zahl e: 

(26) e_lta(l + i + i+... + iJ. 

Setzt man: 

(27) ^ + 

nnd schreibt in GL (26) « + p statt v, so wird 

andererseits: 

und daher: 

(28) 0<e- 
Man hat aber: 


fo)'}' 


(«+o) 


Sl(ri 


^->90 


,(n + l)!T^(« + 2)l 


!-••• + 


(n + e)l)‘ 


(w-f-l) 1 (n-fa) ! ■* *■ («+o) ! (n+l) ! (^ ■*■ n +2 («+a) ■* ^ (n+a) ) 

1 W+ä/ 


(29) 




n-i-2 


sodaB üngL (28) in die folgende übergeht: 
(80) 


fl 2 


1 

11 -f- 1 


nln 


Nr. 8, S. 166). Daß dieser Grenzwert m Wahrheit endUeli ausfSIlt, folgt dann 
ans GL (26), kann aber auch nnmittelhar mit Hilfe der folgenden Beziehnng er- 
kannt werden: 

1) Man bemerke, daß bei diesem Gzenzübergange das Gleichheitszeichen von 
vornherein ausgeschlossen erscheint, da es ja allemal hreisteht, jedes bestimmte n 
durch ein noch größeres zu ersetzen* 
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Setzt man also: 

(31) 

so folgt ans (30), daß: 

(32) 


<* = *« + \> 


imd man erkennt, daß der Fehler, trdchen man begeht, wenn man e 
durch die zu kleine Zahl ersetzt, mit wachsmidem n außerordentlidh 
schnell abnimmt. Man findet z. B. schon fhr n = 10: 

* 1 ^ ^ 

^ 0 < 10110 36288000 ' 

sodaß also s^q mit der Zahl e in den ersten 7 Dezimalstellen sicher toU- 
kommen fibereinstimmt. Man findet anf diese Weise 

(33) e- 2,7182818 

Im übrigen iSßt die GL (31) in Yerbindting mit der üngl. (32) und der 
folgenden: 

^ ^ (» + i)l 


(welch letztere sich nnmittelbar daraus ergibt, daß: 

« > «*+1 = «» + („4.1)1) » 

erkennen, daß e irrational sein muß. 

Wäre lumlich e rational, etwa gleich dem reduzierten Bruche 
so hätte man nach Gl. (31): 


?-l + ^ + li + --+^ + A.' 


wo nach GL (32), (34): 


1 » . 1 

(«4-1)1 «1» 


Multipliziert man die obige Gleichung und diese Ungleichuug mit »!> so 
würde weiter folgen: 

«» • (« — 1)1 — (h! -h + • • • + A„, 


und andererseits: 


„ 1 


d. h. n! A, wäre eine gomee Zahl, welche zwischen und li^ 
was offenbar unniöglich ist. 
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§ 34. lUe natfirliehen logariihmen. — AltsehStznngsfoniielii 
für lg o. — Sie Eidersdie Konstante y. 

1. Der naüirlicke Logaritiimns einer beliebigen positiven Zahl a, 
d. b. der Logarithmns von a f&r die Basis e, soll 


e 

statt mit: log a 

stets kürzer mit: lg o 

bezeichnet werden. Unter Logari^mm scMechffm sollen von jetzt ab 
stets natürliche Logarithmen verstanden werden. 

Zwischen dem Briggschen nnd dem natürliehm Logarithmns einer 
Zahl a besteht nach § 32, Gl. (11) (S. 196) die Bezi^nng: 


( 1 ) 


loga 


igg 
lg 10 


-Mlgfl, 


wo Jf "= — log e (s. § 32, GL (12), S. 196) schlechthin als der Mo- 

dvilm der Briggschen Logariihmen bezeichnet wird. (Beil&nflg bemerkt 
ergibt sich: M 0,43429 •••.) 

Die Relationen (22) des vorigen Paragraphen können nnmittelbar 
dazn dienen, um lg a in gewisse Grenzen eihznschließen. Ersetzt man 
nS m li ch auf der rechten Seite der Ungleichnngen (22) a durch e’***, so 
folgt mit Benützung von § 31, Un^ (14), S. 190, nnmittelbar, daß 
für «>0: 


( 2 ) 


lg« 




wobei das QlwMeiiszeiehen. wiedemm lediglich für a — 1 gilt. Oder 
anbh, wenn man a ■■ 1 -|- a setzt: 


( 3 ) 


lg(l + «) 


^ i + « 


für: «> — 1, 


wo jetzt das Gleichheitszeichen sich anf den einzigen Fall « » 0 bezieht. 

2. Da e > 1, so folget ans § 32, üng^ (17) (S. 197), daß lg o, gUiehr 
eeSiig mit a, monoton mmmmt Dabei wird offenbar: 


( 4 ) 


limlga, — oo» wenn: Bma, -> + « 0 . 


1) IfuL findet hftTifig auch die Beseichnungen: { a und ln a. 
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Denn, solange lg o, < ^, bleibt aucb o, = < «<', d. b. unter einer 

endliehen positiven Zahl 

üin das üuendlichwerden von lg n fOr n — > oo noch in genauerer 
Weise zu charakterisieren, stellen vnr die folgende Betrachtung an. 

Ans (3) ergibt sidi für « 

(3.) i>lg(l+i)>-^.„, 

also: 

und: 

(6) 0<i-lg(X+i)<i-;-;.i. 

Substituiert man hier der Reihe nach v— 1, 2, so ergibt sich 

durch Addition der resultierenden Ungleichui^en: 

(6) 0<s,~lg(n + l)<l-^^, 
wenn man setzt: 

(7) T + T + ®» 

und beachtet; daß: 

“^(f ^ 

Die UngL (6) lehrt dann zui^hst, daß 8„— lg(n4‘ 1) stets positiv 
bleibt und auch bei unb^p«nzt wachsendem » niemals die 1 übersteigen 
ham. Da anderei^its: 

(8) ..-lg(«+l)-g-lg(l+i))+g-lg(l+^)+-+(i-Ig(l+i)), 

WO jeder Summand nach UngL (5) w^enüiA posüw ist, so folgt, daß 
s, — lg(n + 1) mit n monoton eunimmt und somit für lim n >= oo einen 
h&tmmtm Orenewert besitzen muß, etwa: 

(9) lim («, — lg (» + D) - y . 

n->-«o 

Dabei bedeutet also y eine besamte posüive Z<M < 1, welche als die 
Eulersohe (auch fälschlich als die Mascheronisohe) Konstante be> 
zeichnet wirA Die Definitionsgleichxmg (9) kann auch dazu dienen, um 
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Kr. 3. 


jf luüienmgsweise za bereolmen, Torausgesetzi:, daß mau lg(n + 1) schon 
beredinet hat Setzt man nämlich 'für jedes bestimmte ra: 

( 10 ) 

so folgt ans TJngL (5) durch Substitution von V = (»+!), (»+(?) 

und Addition der betreffenden üngleichungmi: 


( 11 ) 



+ 


1 I I 1 ^ 

n + + P ® n+1 

_ 1 


und daher för p — > oo: 


(12) 0<y-y.^^, AL y„<y + 

wobei durch Wahl Ton n Midiff Um, also die Jme^muiff von y, 

an y — wenigstens üeorefiuA — IMdig groß gemacht werden kann. 
PrakHsd braucKbarere Methoden zur Serechnung von y liefert die Fnnk- 

tionenlehre.^) (Man findet; y — 0,677215 .) 

Da: 

«»-!«(♦* + 1) “ (s, -lg«) - lg (l + t) 

und: 

limlg(l+-^^)^Kmi-0, 


so kann mau der OL (9) nach Bedarf auch die folgende Form geben: 
(13) lim(«,-lg«)«y. 


1) YgL Bd. n dieser Torlesnngen. Dies gilt auch bezüglich der im Text 
als bereits *^edigt angenommenen Berechnung von lg (n -f 1} allge- 

meiner Ton lg a. 



Nr. 1. 


§ 86. Obere and ontere Grenze einer beliebigen Ziüilenfolge. 
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Kapitel Y. 


Erweitemngen des Grenzwertbegriffes, 

Null- und Unendliclikeitstypen. 

§ 35. Obere und untere Orenme einer belieben Zahlenfolge. 

(Reales und ideales Haxininm bzw. Mnirnnm.) 

1. Wir betrachten jetzt Folgen beliebiger reeller Zahlen, welche zU' 
nächst lediglidi der Bedingung unterworfen sind, daß ihre absoluten 
Betri^ endlich Ueibm, d. h. durchweg mterhcdb einer hesHmmten ZcM 
liegen.^) Alsdann soll gezeigt werden: 

Jeder Zoddenfolge («,) mü enäUch Ueibeiidm Gliedem Jcommt 
eine gewisse obere Grenze G zu; d.h. es gibi eine und war 
eine bestimmte ZcM G, derart daß für keinen Wert von v die Be- 
Ziehung. a^>G bestetd; daß dagegen entweder mindestms ein 
bestimmtes Glied »„““G Vorhand^ ist, oder, wem dies nicht der 
FdH sein sollte, gadenfoMs unbegrenzt vide Glieder todche G 
beliebig nahe kommen^, sodaß cdso: G—a^^<.s (wenn seine 
positive ZM von beliebig vorzusdhreibender EJeüJwit bedeutet). 

Im ersteren Fcdle soU dam G das reale, im zweiten das 
ideale Maximum der ZaJdenfolge (a,) heißend) 


1) Han pflegt solche Zahlenfolgen naeh dem Vorgänge £tanz6si8ohet Mathe- 
matiker neuerdings lAufig auch als besehränkt (=> suites bomdes) zu bezeichnen. 

3) Selbstrorstibidlich kann auch im Falle Og,» 6 die Folge (o,) überdies un- 
begrenzt yiele Glieder enthalten, die G beliebig nahe kommen. 


8) Beispiele: (1) a. 


1 

l-H(v-ia)»’ 


wo m eine beliebige natilrlidie Zahl 


bedeutet. Man hat zunächst: o, » nehmen die Glieder bettifaadig zu 

bis Ug,«!. Alle folgenden Glieder sind echteBrfiehe mit demGrenBwertJywIl(übrigen8, 

wie auch die Toiaugehenden, durchweg Folge besitzt also das reale 

Mtaekimm und alle übrigen Glieder sind um mindestens davon verschieden. 

(8) o,=«>(— Man hat: a, — 1, «, — 0; die übrigen Glieder 

und donfliweg echte Brüche mit wechselndem Voitaiehen, und zwar findet 
man: lim df« » 1. Die Folge besitzt also das reale Maximum o, — • 1, dem übe^ 

n-*» 

dies alle für hinlänglich grofles v- bäiebig nahe kommen. 

(8) Die Folge, besitit das «deale Mcmmum ff = 1. 

retagiZeim, Tari«nuf«n 1, 1. Id 
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Beweis.^) Vei^leiclit man*) das Anfangs^ed mit jedem der 
feienden Glieder a^, Og, ■ • so sind nur folgende zwei Falle möglich. 
Entweder: die Zahl Og wird Ton Tcemm der spateren Glieder überstiegm 
(wenn anch möglicherweise noch iäiebiff oft erreicM)'. alsdann ist offenbar 
G — Og das rede Maximum der Folge. 

Oder: es gibt in der Beihe «i, ••• eifl erstes Glied welches 
Og und somit auch alle ewisdm Og und liegenden Glieder ubersteigt, 
sodaB also: 

(1) v-0, 1, •• •, (»H — 1). 

Vergleicht man jetzt wiederum mit allen nachfolgenden Gliedern, 
so muß entweder a^ das recde Maxmsm der mit begimenden und 
somit wegen üngL (1) der gesamten Zahlenfolge (a,) sein; oder es gibt 
wiederum ein erstes Glied > a,^, sodaß also allgemein: 

(2) filr: v-0, 1, (« 1 ,- 1 ). 

I^dirt "»Ml in dieser Weise weiter fort, so gdangt man entweder 
nach dner gewissen endlichen Atuatbl derartiger Operationen zu einem 
Glied weldie das reale Maximum aller fcdgende» Glieder, folg- 

lidi auch, wegen: 

^ 1 und; »,<% für: v = 0, 1, (»ij-1), 

dasjenige der gesamten Zahlenfolge darstelli 

1) Der Beweis f3r die Existenz der oberen und nntexen Ghrenze (wie auch fOr 
diejenige des im folgenden Paragraphen noch einznfOhrenden oberen nnd unteren 
Limes) läßt sich jkürzer fdhren nnd zwar nach einer Methode, welche gestattet, die 
betreffenden Ergebnisse auf nieht-äbgMhare Zahlemnengen anszndehnen, tind die 
ans diesem Grande auch an späterer Stelle (im zweiten Bande dieser Vorlesungen) 
noch auseinandergesetzt werden soll. Dagegen bietet die hier befolgte Methode 
den wesentUohen Yorteil, einen gründlicheren und für tiefere Erkenntnis unent- 
behrlichen Einblick in das Wesen und die Struktor der Zahlenfolgen zu yezmitteln. ‘ 

2) Die uoirhliehe Äusf^ihrung dieser Vergleichung ist natürlich nur mOglich, 
wenn zur Beurteilung der Oy ein Bildungsgeeete von genUgenäer BinfaMeit Vor* 
liegt (So ließ sieh z. B. in § 88 [8. 199, üngl. (5)] direkt feststeUen, daß: 

(i+y)*> + in infiniHm.) 

Wie aber auch das Bildungsgesetz der beschaffen sei, so eaMieri das BceUUat 
jener Vergleichmg für jedes einzdne v als ein yoUkommen eindeuitig hesHmmtes (wenn, 
auch nicht allemal bestmunbores): eeOweder ist oder a^<ay. 

Das im Texte angegebene VerfiEÜiren ist also nicht etwa dahin m deuten, als' 
ob die Beetimmmg der Zahl G auf diesem Wege stets mrJdUih geleietet werden 
könnte, yielmehr wird dadurch nur die JExieteng der Zahl G außer Zweifel gestellt. 
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Oäer: man erhält eine unbegrmete Folge von der Form: 

( 4 ) > 

velche, als monoton mtneiimende Folge mit endlich bleibenden Gliedern, 
einen bestimmten Grenzwert G besitzt AladnTiti ist offenbar G das iäeäle 
Mcueimum der Zahlenfolge (a,). Denn man bat fOr jeden Wert von Je: 

(Ö) < G nnd daher auch: < G. 

Andererseits mnß sich w^en der Konvergenz der Z^enfolge (4) 
jeder positiven Zahl £ eine positive ganze Zahl n so zuordnen lassen, daß: 

(6) 0<G — a„j<£ för: Je'^n, 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Daß es nur eins Zahl G der fra^cben Art gibt, ist im ersten der 
beiden betrachteten Fälle tmmittelbar einleuchtend und folgt im zweiten 
aus Un^. (6) mit Benützui^ des bereits mehrfach angewendeten Beweis- 
prinzips von § 26, Nr. 1 (S. 161). 

2. Ein ganz analoger Satz gilt bezüglich der unteren GJrenee, lämlich; 

Jeder ZcJdenfdlge (aj mit endlidi Meibenäen GUedem Jcommt 
eine geteisse untere Grenze g eu; d. %. es güt eine und nur 
eine bestimmte ZM g, derart, daß für heilen Wert von v die 
Betiehmg a^<g begeht; daß dagegen entweder mindestens ein 
bestimmtes Glied a^^^g vorhanden ist, oder, wenn dies nickt der 
Fad sein sddte, jedenfäds urdtegrensst vide Glieder a,^, weidie g 
beliebig nahe Joommen, sodaß also; a^ — g<s (wo £>0 und 
betiebig Jdein). 

Im ersteren FäBe heißt g das reale, im zweiten das ideale 
Minimum der ZaMenfo^e (a,). 

Der Beweis läßt sich offenbar ganz analog, wie denjenige für die 
Existenz der oberen Grenze, kürzer jedodi folgendermaßen führen: Die 
Zablenfb!^ (— a,) besitzt nach Nr. 1 eine gewisse obere Grenze G', d. h. 
man hat: 

— a^'^G' (für jeden Wert v), 
und entweder für mindestens eine» bestimmten Index «t: 

-«„-G% 

oder für eine nnh^prenzte Beihe von Zahlen »j lediglich: 

_ (— < e (wo 6>0 und beliebig U^). 

u* 
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Seiizt maa nno: — Gr, bo gehen diese Beziehungen in die fol* 

genden tlber: 

(7) «Iso: (fte jedes v), 

(8) -Sf- (-“«*) 

d. L ^ ist die frische untere Ghreme der Zahlenfolge (a^, und zwar 
offenbar ein r^Hes oder idecäes Minimum, je na(didem G' ein reales oder 
ideales Maximum der Folge (— a,) bildet. 

8. Bleiben die absoluten Beti^e der Glieder a, ni<M unter einer end- 
lichen 2jahl, so muß einer ron den folgenden drei FSUen eintreten: 

1) Es gibt positive Glieder, welche jede noch so große Zahl fiber- 
steigen, aber keine negativen mit absoluten BetiSgen von dieser Beschaffen- 
heit. Bildet man alsdann genau nach dem in Nr. 1 gelehrten Yer- 
fahren die zur Definition der oberen Grenze dienliche, monoton zu- 
ndunende Folge (a„^), so tritt hier an die Stelle der froheren Bezidiung 
lim G die folgende: lim a„ oo . Man sagt daher in diesem Falle, 

die db&re G^enee der a,, rüäte ins Unendliche, oder kfirzer, dieselbe set — t- oo 
(obschon diese Ausdrucksweise eigentlidb wieder^) eine eontradietio m 
adjecto enthalt, da das Auftreten eines lim •» oo in Wahrheit gerade 

das Fäden einer hestimmt&i eiteren Qrenee anzeigt). — Die untere 
Ghrenze besitzt offenbar in dem TorHegendau Falle einen bestimmten end- 
lichen Wert 

2) Es gibt negaUve Glieder, deren absolute BetiSge jede noch so 
große Zahl fibersteigen, aber keine positiven ron dieser Beschaffsnheit 
Alsdann sagt man analoj^ die untare Qrenee der a, sei » — oo (während 
offenbar hier die eitere einen bestimmtmi endlichen Wert besitzt). 

3) Die Folge entl^i somJd positive als n^atm Glieder, welche nume- 
risch jede noch so große Zahl fibersteigen. Alsdann bat man -|- oo als 
ätere, — oo als untere Qrenee. 

§ 86. Oberer und unterer lAmes einer Zahlenfolge (HanptUmltes, 
ünbestinimtheltBgrenzen). — Grenz- oder mnfbnggzahlen. 

1. Jeder Folge reeller Zahlen hommmi außer der im Tozigeu Faxa- 
gimphen definierten oberen und unteren Qrenee noch zwei weitere (unter 
Umständen in eine einzige zusammenftUende) charaktenstisbhe Zahlen 
zu, welche zwar in gewissmi, weiter unten naher zu belehnenden lallen 


1) YgL } 26, Nr. 4 (S. 164). 
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jenen eisteren gM(^ sein können, jedoch nach BefiniUon wesentlich da* 
Ton verstßiieden sind. Wir zeigen zunächst folgendes: 

Jede Zalüenfdge (a^ mit enälitJi lleibenden Gliedern hesitet 
dnen bestimmten oberen Limes L und unteren Limes l, in 

Zddien: __ 

lima^ — jL, lim 

d. h. es existieren gwd (unter Umständen in eine emsige msanmen- 
fallende) Zahlen L, l von folgender Besehafferheit: jedem s > 0 
läßt sieh eine natürliche Zahl m md dne unbegrengte Folge natür- 
licher Zahlen % so mordnen, daß: 

(1) a,,<i + 6 ßr jedes v^m] L — s<a^^<L + s; 
desgldehen dne natürliche Zahl n und dne utü>egrenste Folge 
natürlicher Zahlen n^, sodaß: 

(2) a^>l — s für jedes Z — a<o,^<Z + «. 

(Der oibere nnd untere Limes werden auch als obere und imtare ün- 
bestimmthdtsgrenee bezeichnet. Wir fassen die fraglichen beiden Zahlen 
auch 'unter der Bezeichnung Hawptlimites der Folge {a) zusammen.) 

Beweis. Bezeichnet man mit G^ die obere Grense derjenigen Folge, 
welche aus (<*o> ®»» *•') durch Weglassung der ersten v Glieder ent- 
steht, also der Folge («,, • ••), so ist offenbar G, ^ da 

ja durch Weglassmg des Gliedes a^ die obere Ghrenze sich aUenfsdls er- 
niedrigen, keinesfalls aber sich TergrSßern kann Somit ist die unbegrenzt 
fortsetzbare Folge: 

( 3 ) Go, G„ 

eine niemals ewndmende und da mit den | a, | auch die | G„ | unter eiuer 
endlichen Schranke bleiben, so ist diese Folge Ttomergent, sodaß man 
setzen kann: 

(4) lim G, — L, 

wo L eine bestimmte endliche Zahl vorstellt, von der jetzt nachgewiesen 
werden soU, daß sie den durch die Ungleichungen (1) daigestellten For- 
derungen genügt. Dabei sind folgende I^Ue zu unterscheiden: 

Fall I. Die obere Grenze G der Gesamtfolge (a,,) sei ein ideales 
oder ein unendlUh oft vorhommendes^ recdes Maximum. Da alsdann jede 

1) Statt Smov bzw. bmov findet man auch die älteren, etwas nmalftndliclieten 

»-►oo 

Bezeidmnngen: limBupov bzw. liminf av (spr. Limes superior bzw. ixiferior). 

rasoo yss« 

8) Beispiel; o»— = ~ 

Folge bat also das imencü^ of% yorkommende rtdk MaoBrnf/m 1. 
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darcH W^lasBOUg bdiiebig Tieler As&Qgsglieder aas (a,) herroigebende 
Folge immer wieder die obere Grenze besitzi^ so bat nuiw ofiGmbar: 

(6) öo — (?i — ffj •=• • • • — ff, — , also auch G^. 

Ist nan ff, ein idecäes Maximnm, so bat man nach Nr. 1 des vorigen 
Paragtapben (S. 211, üngL (4)): 

(6) ff,-lima , wo: Oo<a <--.<a < , 

* * 

and dabnr (8. 211, Ui^ (5), (6)): 

(7) a,<ffo &a jedes v^O, G^—s<a^^<G^ etwa fOr: 

Ist ffo ein unendlich oft vorhmmendes reales ll^ußimm, so besteben 
zonäcihst wiederam die Gleiobongen (5). Andererseits enthSlt dann die 
Folge menMieh vide Glieder: 

(S“) - • • • «m* 6^0 (also “1™ O» 

* ib*>oo ^ 

wibrend im ührige» darcbw^ a,< ff^ aos^Ult. Man bat also in diesem 
Falle: 

(9) a^^Gc filr^edes v^O-, ff© — för Jc'^0. 

Dorcb Kombination von (7) and (9)' etgebein sieb anter den als Fall I 
zosammenge&Bten Yoraossetzangen, wenn man noch L statt ffg sebreibi^ 
die Beziebongen: 

(10) förjsdes v^O, i — fÖr Äs^n, 

Bodaß also die Fotderangen (1) a fortiori erfüllt sind. 

Ln übrigen ist für ^ vorliegenden Fall als ehorakieristiseb bervor- 
zobeben, daß Mer der obere lAmes L der Folge mit deren oberer Grense ffg 
zosammenfillt. 

Fall II. Hat die Gesamtfolge (a,) weder ein idetdes, noch eia on- 
endlieb oft vorkommmides reales Maximam, so maß sie ein reales Maxi- 
mam besitzen, das nor in endUoher AnzaM vorkomml^ also doiob Weg- 
lassong einer endliehen Anzahl von An&ngsg^edem beseitigt werden 
kann. Die zanSohst übr^bleibende Fo^ oder, wenn nicht, die schlieB- 
licb nach ein- oder mehrmaliger Beseitigang weiterer rasier M«Tin>a 
übrigblttbende Folge (a„, • * >) kann dann mSglicberweise 

wieder die im Falle I vorhandene Beschafifonbeit haben, d. L das ideede 
oder wumälidh tft vodummmde reale Maximum ff,^ besitzen. An die 
Stelle der Beziebong (5) tritt dann eine von der fblgenden Form: 

(11) •äe.-iS ff. -ö.- 

also: L — lim ff, =■ ff„. 


t 
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Im übrigen bleibt dann alles genau wie im Falle I, mit dem einzigen 
ünteisohiede, dafi der Index v — tn jetzt dieselbe Holle spielt, wie dort 
der Index v <=• 0, d. h. man bat: 

(12) für für unendlich viele Glieder 

weldie (wie in (6)) eine monoton zunebmende oder (wie in (8)) eine aus 
lauter gleichen Zlahlen bestehende Folge bilden.^) 

Der obere Lmea ist also in dem vorliegenden Falle identisch mit 
der dherenn Cfrenee einer durch Weglassung einer endUt^ten Ainatbl von 
Anfangsgliedem ans der ursprünglich gegebenen hervorgehenden Folge.’’) 

Fall m. Einen von der oWen Grenee wesentlich verschiedenen 
Charakter besitzt der obere Limes in dem einzigen noch mSglichen Falle 
(sc. bei Folgen mit endlich bleibmiden Gliedern), namlidi wenn die Folge, 
mag man auch noch so viele Anfangsglieder w^lassen, inuner wieder 
ein reales, in endUdter Anzahl vorkommendes Maximum besitzt (z. B. 

a, » (— l)* y Diese Mazima müssen dann offenbar eine beständig 
abnehmende Folge bilden, etwa: 

(13) • 

Dabei mag (Je <- 0, 1, 2, • • •) immer das letete Glied der Folge bedeuten, 
welches den betreffenden Maximalwert noch erreidit, sodaß also für die 
obere Grenze der Fo^e (a„^, Ckn^+u ®«it+s> * ' 0 B®" 

ziehuiq; gilt: 

(w) ö.» 

wogegen schon: 

nSmlich; 

und daher dnrchw^: 

(15) für v>m^. 

1) Man hat also auch hier (6) und (8)): 

2} Dabei kann der besondere Fall dntreten, dab ^ h. dafi das 

iäeäiU Maximnm der Folge (o^, ‘ ') letzten realen Maxiiniiin 

znsammenfäUt. Ist dann speziell der Fall 1 

8<Äon nach Beseitigiing des ersten realen Mazunnms ein, so bat man auch bier 
^ob L ^ Gq (also den oberen Limes gleiob der oberen Orense der C^esamtfolgp), 

Beiepiel: «» — (— — aUo a, ^1, aonat dnrobweg «^<1» da- 
gegen Sm ajr ^ 1. Die mit begumende Folge bat idso das (emmal yorkom- 
mende) fvole Maximum die mit beginnende das ideale Maxiiimiu 1. 
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Die zur Defioitiou Ton L dienliche Fo^ der £?, (y — 0, 1, 2, • • •) 
zeigt also hier den folgenden Yerlanf: 



* * ■= 6 ^«* > “ • • • = > ^), 

und da die ans dieser Folge heransgehobene Folge der dnrchweg ver- 
sdiiedenen Glieder, i^mlich: 

<?«. > * * * > > > 

nach GL (14) mit der Folge (13) identisch isl^ so findet man: 

(16) i-lim6,-]imo„^. 

y->flo Jfe-Voo * 

Darans folgt aber, da die Folge der eine monoton cimehmende 
ist, daß: 

(17a) i<o„j<i + 6 etwa far 

nnd daher nach UngL (15) auch: 

(17b) o, <i + « fax jedes v^m, 

Bodaß also die Forderungen (1) wiederum' a forUori erfOUt sind.*) — 

Der entsprechende Bewms fOr den tmteren Limes l kann in ganz 
anal<^^ Weise gefOhrt werden, indem man zunächst setzt: 

(18) limp,-Z, 

WO die untere Grenze der Folge (a^, „ • • •) bedeutet und mit 

wachsendem v nienuüs äbnimmt Oder kürzer^ indem man zeigt, daß der 
untere Limes der Folge (a^) identisch ist mit dem negativ genommenen 
oberen Limes der Folge (— Bezeichnet man nämlich diesen letzteren 

1) Dabei kann sich natürlieh eine Grliedexgmppe von der Form: 

aaf das emsige Glied rednzieren, wenn n&mlich 1, d. b. 

wenn wmtUeJbar bintär dem letzten Maximalgliede einer lolcben Glieder- 
gmppe das n&cbst-kleinere Maadmum anftritt und dieses nur ein einziges 

Mal Yozkommt. 

S) Man bemerke, daß der obere Limes dnzdi Weglassxmg einer beliebigen 
enäUdien Anzahl Ton Gliedern wknuüs eine Änderung erleidet, wfthrend dies fdr 
die obere Chrense^ abgesehen Ton dem Fidle I, wo sie mit dem oberen Limes zn- 
sammenfßUt, bei Weglassxing einer gendgenden Anzahl Ton Gliedern stets ein- 
tritt. — Das anidoge gilt bezüglich des unteren Liimee nnd der unteren Orenee. 
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mit L', so bestellen fOr L’ und die Glieder der Folge (— a,) auf Grund 
der definierenden üngleicibungen (1) Bezidiungen ron der Form: 

— &ajedes v'^n, L'— s <. — + s 

f&r eine unbegrenzte Folge nat&rücber Zahlen n^, also: 

a^> — L'—s f&t jedes v^n, —L'+s>a„^> — L'—s, 

und daher, weim man —L'^l setzt und die vorstehenden ün^eichungen 
umkehrt: 

(19) a^>l— s f&t jedes v'^n, l— + s f&r unendliehvide n^, 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

2. Da lima„ — X, lima (wie ans der sweüen der ün^eichun- 

A:->oo %->«o 

gen (1), (2) mit Hfife einer ein&cben Modifikation^) gefolgert werden kann, 
überdies in bezug auf L bereits ausdrücklich herroi^ehoben wurde — 
8. GL (6), (8), (16)), so läßt sich mit Bücksicht auf die getrofhne Auswahl 

daraus nach Analogie resultierende 
der das vorstehende Ergebnis auch folgendermaßen formulieren: 

Am jeder Zahlenfolge (aj) mU endlkh hUibmden Gliedern 
lassen sitdi stm monotone ZdJdenfolgen (a^ mit den 

Grenewerten 

(20) lima =X, lima =»1 

*-»■00 * i-»- 0 B * 

heraushäm, und es läß sich sodann jedem s > 0 eine naHirlidte 
Zdti n so sttordnen, daß: 

(21) ? — e<a, <X-fs für: v ^ . 

Daraus folgt weiter, daß sich aus der Folge (aj) "keine Teilfolge 
(a^P heranaheben laßt, welche einen gr&ßeren Limes als L oder einen 
feineren als l besitzt. Man kann daher (mit Gauchy) L auch als den 
größten, l als den Ueinsten zur Folge (a,) gehörigen Limes bezeidhnen. 
Zugleich erkennt man (immer wieder mit Hilfe des Beweisprinzips von 
§ 26, Nr. 1, S. 161), daß es tatrffichlich nur eine emsige Zahl L bzw. l 
der fraglichen Art gibi^ und zwar ist allemal: 

(22) l^L d. h. Im a, ^ lim a„ . 

v-^oo 

1) Man hat die unbegrenzt TerldeinenmgsfUiige Zahl e durch das allgemeine 
Glied 9^ einer monoton abndimenden, nnll^-konyergenten Folge zn ersetzen^ sodaß 
an die Stelle jener einzelnen Ungleicdiimgen je ein unbegrenztes System ron fol- 
gender Form tritt: 

li -•*<«»»< 


L + ,, 
* + •* 


I* I (Ä-0, 
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Übrigens bat man andb, wie die Herleitong zeigi^ stets: l^g, L^G, 
wenn wieder g nnd G die untere bzw. obere Gr&iee der a, bedeutet. 

3. Hat die Folge (aj einen besMmnten Grenzwert lim = a, so 
bat man: 

(23) a — e<a, <o + « etwa für 

Die Yei^leicbimg mit den Beziebimgen (1) nnd (2) zeigt dann unmittel- 
bar, daß in diesem Falle £ » 1 » a . 

TJmgätehrt: Ist £ = Z, so folgt ans (1) und (2), daß: 

(24) Z — e<a, <Z-l-e etwa für v'^n', 
und daher: 

(25) lima,-Z(-£). 

Also: 

Isi die Folge (aj "konvergent, so fcdien die beiden Haupt- 
limites mit dem früher definierten Limes eusammm; umge- 
kehrt: liefern die beiden Emtpffimües dieselbe ZaM a, so kon- 
vergiert audi die Folge (a^ gegen den Grenzwert a. 

Im Anschlüsse hieran sagt man zuweilen von einer Folge mit den 
versdiiedenen Hauptlimites L,l: €>r Limes sei zwar endU<^, ab«r utüw- 
sUmmt (oder auch: er sdiwardw) in den Gh'enzen l und L. Wir wollen 
dieses Yerhalten pilignanter durch die Bezeichnung ausdrücken: 

(26) Z ^ Im a„ £ L, 

indem wir allgemein dem Symbole Um die Bedeutung beilegen: in dem 
betreffenden Zusammenhalt steht es frei, sowohl lim als Im einzusetzen. 
Darnach ist also insbesondere die Beziehung: 

(27) limg^ — g 
gleichbedeutend mit: 

(28) lim o, — g . 

Man darf ferner an Stelle ron: 

(29) lim g, ^ g bzw. Im g, ^ g 
♦•>«0 

auf Ghmnd Ton UngL (22) au<di schreiben: 

(30) ^^^g bzw. Img^^g, 

r->-oo 

da ans Umg^^g folgt, daß g fortiori limg,^a. ebenso aus limg,.>g. 
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Schließlicli bemerke man noch, daß aus: 

(31) o, < b, < c, 

offenbar fo]^: 

(32) o, ^ ^ lim ^ lim c, . 

»-*■» *->00 *->00 *->00 

4. Lassen irir aucb hier wieder die Beschmnkuug &llen, daß die 
|a,| stets unter einer endlicben Zahl bleiben sollen, so kann zunächst 
wiederum der Fall eintreten, daß unter den Gliedern a, posiHve (in un- 
begrenzter Anzahl) Torkommen, welche schließlich jede noch so große 
positiTe l^dil übersteigen. Alsdann tritt an die Stelle der Beziehungen (1) 
eine solche tou der Form: 

(33) a„^>Ä 

(d. h. zu jedem noch so großen > 0 existiert eine unbegrenzte Teü- 
folge (Ogij); deren Glieder der üngleiehnng (18) genügen). Wir bezeichnen 
in diesem Falle -f <3o als den eib&ren Limes (wie auch nach § 35 als obere 
Grrensi) der Fol^e (a,.), in Zeichen: 

(34) lim o, — -k oo . 

Enthält die Folge nicht auch negcstwe Glieder, deren absolute Betiüge 
jede noch so große positiTe Zahl übersteigen, so hat ihr unterer Limes 
entweder einen bestimmten endUehm Wert^), oder, wenn nicht, so be- 
zeichnen wir ihn glncitfcdls mit -f- oo, nämlich dann, wenn die Folge 
Ton irgendeiner Stelle ab anssMießlußi aus passiven Gliedern besteht, 
die jedes belieb^ rorgeschriebene A.>0 übersteigen, mit anderen 
Worten, wenn: 

(35) limo,«- + oo, 

und wir setzen in diraem Falle nach Analogie ron GL (25): 

(36) lim Oy »- lim 0 , — -b oo. 

Analog ei^bt sich: 

(37) hmo, — — oo, 

wenn die Folge negative Glieder euthäll^ deren absolute Bet^(e jede noch 
so große Zahl übersteigen; und man hat auch noch: 

(38) Um Ay >» — 00 gleichzeitig mit: lim o* — — oo. 


1) Beipiel: av «- 

ES Oy m» + oo, Kmoyx-O. 
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Schließlich kann anch noch der Fall eintreten: 

(39) lim a, = + 00 , Im o,. = — oo , 

r->eo v->eo 

nämlich dann, wenn die Folge sowohl positive als negative Glieder ent- 
hÜt, welche numerisch jede noch so große positive Zahl übersteigen. 
Wir werden uns gelegentlich der Bezeichnnngsweise bedienen: 

(40) lim «,<00 oderauch: lima,<(X (lies: wtcÄt unendlich), 

r-►oo i'-yflö 

um auszudrücken, daß der obere lAmes bzw. der Limes schlechthin unter 
einer endlichen positiven Zahl hleibi 

Die Gesamtheit der Zahlen x, welche der Bedingung genügen: 

limo. ^g^limo^, 

r->oo 

soll als das GremmiemM der a, bezeichnet werden. 

Zahlenfolgen mit mei verschieäenm Bm^üimites bezeichnen wir als 
uneigentlidi divergente. Die hmergenten und eigeadidb divergenten Fo^en 
sind dann andererseits dadurch charakterisiert, daß für sie ein emsiger 
(nämUch endlicher bzw. mit bestimmtem Vorzeichen unendlicher) Limes 
ezistieri 

5. Der Limes bzw. die Saup^imites einer Zahlenfolge (a,) lassen 
sich noch als besondere Fülle eines äUgemeineren B^riffes darstellen. 

Ist irgendeine unbegrenzte Menge- von Zahlen u (unter denen sich 
beliebig viele einander gleiche befinden dürfen) vorgelegt, so soll eine be- 
stimmte Zahl A eine Qrens- oder Saufungssähl der Zahlen « heißen, 
wenn unbegrenzt viele Zahlen cc der Bedingung genügen; \Ä — a\<s, 
wie klein anch die positive Zahl e angenommen werden msg. Dabei ist 
es vollkommen glekSigidiig, ob Ä unter den Zahlen ec salbst vorTeonmt 
oder nicht. Andererseits ist A offenbar stets als MäuftmgsscM der ec zu 
betrachten, wenn A unter den Zahlen u mendlich oß vorkommt: denn in 
diesem Falle besteht fElr unencdich viele ec die Beziehung: \A — a| => 0, 
also a fortiori \A — cs | < 8 für jedes s > 0. 

Gibt es unter den Zahlen « positive, die jede noch so große Zahl 
übersteigen (und die dann eo ipso in mbegrenster ATi7Ji.b1 vorhanden 
sein müssen), bzw. negaüve, die numerisch jede noch so große Zahl 
überstögen, so bezeichnet man (nach analoger Terminologie, wie bei 
den B^priffen JLimes" und „Grenze“) -H oo bzw. — oo als Mäufmgs- 
s<M der ec. 
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Auf Grand dieser Definition ist der Idmes einer hmvergentm oder 
eigentlich divergenten Zahlenfolge (aj stets eine MömfmgseoM der a, and 
zwar die eineige. Denn ist etwa lim a^=^a eine bestimmte Zahl, so ge- 

v-^eo 

nügen cMe a^, von einem passend bestimmten Index v = n anfangend, 

einer Beziehung von der Form | a — a^j < s und andererseits gibt es auch 

nur &m Zahl, fOr welche eine derartige Beziehung existiert (nach § 26, 

Hr. 1, S. 161). Entsprechend hat man im Falle lima,. — oo bzw. 

•>■>00 

— C30 für aUe a^, von einem gewissen Index v=>n an&ngend, eine Be- 
ziehung Ton der Form: a^> Ä bzw. < — Ä, also die emsige ffiiufangs- 
zabl -1- oo bzw. -• oo . 

Hat die Fo^e (a^) zwei verschiedene BcmpHimites L, l (wobei erentueU 
auch £*=- 1 - 00 , — oo sein kann), so stellt offenbar derselben 

eine Mufungszahl der a,, die Fo^ besitzt also deren mindestens mei. 
Gibt es dann, falls etwa X, l endlich sind, für irgendein a > 0 noch wn- 
endUdh vide a^, welche "kemer der beiden Bedingungen |ü — a^|<e, 
|1 — < £ genügen’), so besitzen diese entweder einen bestimmten Limes 
oder zwei verschiedene Bm/jgdimites L\ V, und die Folge der a, hat 
somit eine bzw. ewsei weitere E^ufungszahlen. Im letzteren Falle kann 
es dann wiederum noch unendlich viele a,, geben, welche keiner Be- 
dingung von der Form |L'— a,|<e oder 11' — o,|<« genügen usf. 
Man erkeimt auf diese Weise, daß eine Zahlenfolge hdiebig, d. L eventudl 
auch unendlich vide SänfmgseaJden besitzen kann. Es kann sogar, wie 
wir an zwei, auch für später bemerkenswerten Beispielen zeigen wollen, 
jedes eine JEBkifungszodü der Folge (a^) sein und diese selbst noch wm- 
endUdi vide mdare (d. h. unter den nicht vorkommende) Säufungs- 
sfcMen besitzen. 

6. Beispiel 1. Die Gesomiheit der positiven rationalen echten Briidie 
kann als einfache ZMenfdge entweder als Teilmenge der positiven ratio- 
nalen Zahlen nach dem in § 25, Nr. 8 (S. 151) gezeigten Anordnungs- 
prinzip oder noch etwas einfacher in folgender Weise angeschrieben 
werden: 

/... 11218 1 n — 1 

W 8 » 8 » 8 » 4 » 4 > " « » ■ ■ « » > 

wobei in jeder Gruppe von der Form m» diejenigen 

Brüdie au&anehmen sind, deren Zähler rdatio prim zu n. Denn haben 

1) Im Falle X « -{- oo, bzw. — oo treten an die Stelle dieser Be- 
dingungen wiedemm soldhe wm der Form: Oy > G, bzw. o« < — G. 



222 Absjshnitt 1. Kap. V. Erweiterungen des Qrenzwertbegriffcs. Nr. 6. 

m und n den (von 1 Terschiedffiaen) größten gemeinsamen Teiler d, sodaß 
etwa: d, • d, wo jetzt m', W rdoAiv prim, so kommt der 

Brack ~ schon in derjenigen früheren Gruppe tot, welche durch 

den Neimer »' < » charakterisiert ist. 

Die Folge (41) enthSlt «.la daTiu offenbar jede raüonode, zwischen 0 
und 1 gelegene Zahl dmndl und imr einmal Da sie solche Zahlen ent- 
halt^ welche der 1 und der 0 heliebig nalte kommen, aber leeine, welche 1 
übersteigen oder unter 0 hercAsitdeen, so hat mau: 

(42) iima, — 1, linao, *=0. 

Die Fo^ besitzt also zurmchst die beiden ihr nicht angehSxigen 
Haufringszahlen 1 und 0. Bedeutet dann ferner y einen beliebigen posi- 
tiven edden Bruch (der also in der Folge {a^ sicher einmal vorkommt) 
und wird s > 0 beliebig klein (zum mindesten ^ — und ^ 1 ~ —) 

Totgeschrieben, so liegen allemal zwischen ~ s und ^ unendlidi 
vide echte Brüche, also mendlieh viäe (z. B. alle möglichen Ton der 
Form wo 1= 1, 2, 3, •••, und ^ ^ s). Somit ist d. h. 

schließlich jede der Zahlen a„ eine EaußmgssM der Folge. 

Das gleiche gilt aber schließlich auch noch von jeder zwischen 0 
und 1 gel^enen IrraiiomleaM Ä. Denn wird wiederum a > 0 beliebig 
klein (zum mindesten ^ Ä und ^1 — A) rorgeschrieben, so Bißt sich 
zunSchst eine roHoncde Zahl a so fixieren, daß: 


(s. § 24, Nr. 2, S. 145). Da hieraus folgt: 

»+Y<-4 + a, J.-e<a — 

d. h.: 


^-e<a-Y<» + Y<^ + «, 

SO liegen dalier auch zwisdien -4— £ und A + e unendli<^ vide rationale 
Zahlen^ also mendUA vide 

Beispiel IL Man hebe aus der eben betrachteten Folge diejenige 
Folge {a^ herausi^ welche nur alle möglichen dyadischen (echten) Brfiche; 
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d. hu diejenigen mit Nennern von der Form 2f‘ (ft = 1, 2, 3, • • •) ent- 
Mlt, also: 

± JL _L 8 2“— 1 

2 ’ 2*> 2*’ " ' ’ 2“’ 2“* ’ * ’’ 2“ * ' ‘ 

oder aneil, in c^ctdiadier Schreibweise (§ 15, Nr. 2, S. 95): 

(43a) 0,1, 0,01, 0,11, 0,001, 0,011, 0,101, 0,111, 

(die m** Ghmppe besteht aus den 2”'~^ nach aufste^ender Ghroße ge- 
ordneten i»-stelligen djadischen Brüchen). Man hat dann, genau wie 
oben, zniüichst: 

lim o/ — 1 , ^ =i 0 . 

Bedeutet ferner a' «■ 0, irgenäeme» der Brüdbe (43a) (wo- 

bei also c„*=l, im übrigen, für v<m, c,=»0 oder 1) und wird «>0 

beliebig klein Torgescfarieben, so bestimme man ein so, daß -^^s. 
Jeder Bruch tou der Form: 

b' - 0, Ct • c„ 0„+i • • • 0, o,+i • • • 

(wo bloße NuOm bedeuten, wahrend der betreffende Index 

lediglich die StelleneaM markieren soll) hat dann die Eigenschaft, daß: 

0<y-a'=-0,0i0,..-0,o,^.i.*.c,+j<^, also <e. 
(Entsprechend mpbt sieh übrigens, wenn: 

5" — 0, Ci • c„_i 0„ 1„^., . • . 1, c,+i • • • 

gesetzt wird: 

0 <»'-&"< -f)* 

Somit ist a', also jede der Zahlen a,' eine EäufungseaM der Folge (a^O. 

Das lefatere (^t aber schließlich auch von jedem nieht-dyadisedwn^) 
ethten Bruche a, sowie von jeder zwischen 0 und 1 gelegenen ImdioiiMdr 
tatt Ä. Denn denkt man sich a bzw. A durch einen wribe^remkn dyadisehen 
Bruch daigesiellt (welcher nach § 20, Nr. 1, S. 117 für a jperiodisdi, nach 
§ 2i, Nr. 3, S. 145 für niidd-pemdisek ausfSUt), so gibt es, wie groß 
auch n angenommen wmde, unter den Brüchen (43a) wnendlieh vide, 
wdche mit a bzw. Ä die ersten » BrwsheteRen gem&nsam haben und sich 

somit Ton a bzw. A um weniger als nnterscheiden. 


1) d.b.Toii jedem nidit dnioh tinen begreiuim dyadisehen Bmdidantollburen. 
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§ 37. Grenzwerte TOn der Form: lim wo; lim o, = lim i, = ± c» 

v-^aa V-^oo v->oo 

oder lim => lim <»0. — Unendllelie und Nnllen Terschiedener 

r'>ee 

Ordnnng. — Die Bezeiebnnngen: 

1. Ist: lim ± oo oder lim \ » 0, so besitzt ein Ausdruck von 

^•>00 v->ao 

lim av 

der Form: an si<A Jcdnm hesHmmien SinUy wie auch im übrigen 

die Folge (aj besohaflPen sein mag. Dagegen kann sehr wohl der 
Ausdruck: lim ^ eine “bestimmte ZaM oder oo mit besHmmtem Vor- 

v-^oo 

jxü^en Torstellen^), in welchem Falle man dann wohl auch lim 

nicht sehr passend als den „währen Wert“ von ^ zu bezeichnen 
pflegte und zuweilen noch bezeichnet. *■*■» 

Bleiben z. B. die zwischen zwei enälicken Seheanken (sodaB 
also Bm lim a, nidht unendlich ausfldlen), so hat man offenbar: 

v-Vflo r-Veo 


( 1 ) 


lim ^ > 


i 0, wenn; lim b, •- + oo oder == — oo . *) 




Liegen die a,. zum mindesten fOr v'^m über einer poss^sue» Zahl (sodaB 
also auch: lim a,, > 0), so hat man analog: 


1'->oo 


( 2 ) 


lim 


- 1 - 00 , wenn: 6, >0, limb,,>-0, 
— 00 , wenn: b, < 0, lim b, — 0 . 


Aber auch in äm Falle, daB lim und lim b, gleiehzäiHg ± oo 
lim Oy 

bzw.y-O werden (wobei dann unter der sogenannten „unbesHnmten 


l)TondaiAnidiadken: Um-^, lim gilt diesselbstversaadlichiniedsinFalle. 

y-MgUl' 

2} Es wbide sogar genflgen, dafi: 

lim I b, I — -I- oo, 

'^obei dann nodb: 

lim Jy *» + oo, lim by — oo 


.sein könnte. 
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§ 37. Grenzwerte toä der Form lim — • 

v->ee hv 

Form“ bzw. erscbeinen würde, d. L m sich überhaiipt Jeemm Sinn 
hoi), IraTiTi lim ^ einen wohldefinierten Sinn besitzen. Ist z. B.: 

(3) — a/'oj,, b, = 

wo o, für jedes einzelne v eine bestimmte Zahl yorstellt, dagegen 
lim m, — ± cx», so hat man, wenn etwa <»/, b/ zum mindesten für 

v'^m zwischen zwei positiTen Zahlen bleiben: 

(3a) lim«, <— ±oo, lim b, — ± 00 , 

»->00 »->00 

und andererseits: 

(3l>) Z-W 

wo jetzt eine ans endlich bleibenden positiven Zahlen bestehende, 
mS^cherweise konvei^ente Folge vorstellt. 

Analog ergibt sich im Falle: 


(4) 

o, — a/*d,, b, =»b/*d,, wo: limd„==0. 



»->00 

sofern die 

|o/l, |b/| zwischen 

zwei positiTen Zahlen bleiben: 

(4a) 

limo, = 0, limb_ — 0. 

»->00 

»->00 

(4b) 

ay ai 

ly W 

lim ^ — lim -p" 


Beispiele: 

Zu (1); a„ — (— 1)’' + -^, b, — V oder b,— (— limY — 0. 

^ »->00 

Zu (2): a,-2 + (-l)’’-^^, Jm|^- + oo. 

Zu (3): a, — w — 1 — — 
b, — w + 1 — 

Zu (4)= 

Priaglhaim, Yorleiangeii 3^1. 


=— lim ^ 


* V 


lim^ — 1. 
»->00 


16 
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2. Z-vrisclien ßrenzwerten von der Form 

besteht im Falle lim ±00 eine merkwürdige Beziehung^), zu deren 

Herleitnng w den folgenden Eüfssats^) voranscMcken: 

Bed&det {M^ eme monoton mnehmende Fdge mit dem 
Grenewerte oo, md ist: 

d d 

(5) a < < -4, mm mindesten für v> 

so läßt sich zu jedem (noch so Meinen) b> 0 em n so fixieren, daß: 

(6) a -- 6 <iÄ + £ für v> n. 


1) Die entsprechende Beziehung mit den zugehörigen Folgerungen für den 
Fall limbyssO hat für die ZaJdenlehxe geringere Bedeutung; sie kommt (abge- 

V-VflO 

sehen von einer in § 49 zu machenden Anwendung) in passend modifizierter Ge- 
stalt hauptsächlich erst für die FmMtonenlehxe in Betracht. Wir wollen sie des- 
halb im folgenden unter dem Texte anführen. 

2) Der Parallelsatz für den Fall lim5ir=»=:0 lautet: 

»->■00 

Sind die mv positiv und monoton abnehmend, limmi» = 0, außer^ 
dem auch noch limav=»0, und ist: 

V->00 


(6a) ®<:;r — f*' V>m, 

so Just man: 

(«a) a^ — ^A für v'^m. 


Beweis. Wegen m^^^ — > 0 folgt aus (6a): 


K-i — a < — aw^) A iv > m). 

Nimmt man t» und substituiert der Beihe nach: ti-f-S, 

so folgt durch Addition: 

(*»• — *»»+«)» <“• — «»+«<(»» — far «^«tind p — 1,9,8,.... 

Ulfit man hier e ius Unendliche wachsen, wobei dann Hmm , «»lima« . .«»0 

^->00 ^->>«0 

wird, so ergibt sich, wenn man schliefilieh noch v statt n schreibt; 



für 


q. e. d. 



Nr. 3. 
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§ 37. Gf^renzwerte von der Porm lim ^ • 

v-^co Oy 

Beweis. Da Jf, — > 0, so folgt ans (5): 

(M^ — Jlf,_i)a < a, — ö,_i < (Jf,— (v>j»). 

Setzt man Mer derBeihe nach v — m + l» m + 2, •••, m + p und addiert 
die resultierenden Ungleichungen, so ergibt sich: 

Ä+e - (<» - 1, 2, 3, . • 0, 

und Meraus durch DiTision mit wenn man zugleich noch v statt 

fl» + ^ schreibt: 


«„ — aM„ 


M. 


a a — A,M 

<^<^+ ” " (*'>«»)» 


also a fortiori: 




<^ + 




M, ^ Jf, ^ ^ ^ ilf„ 


(v > »»). 


Wird jetzt e>0 bdiebig Mein Torgeschfieben, so^ kann man 

wegen lim — oo, eine natürliche Zahl n ^ a» so fixieren, daß: 

»->00 


Jf. 


für v> ». 


Alsdann wird aber: 


s < -j— < AL+ fi für V > n, q. e. d. 


3. Aus dem eben bewiesenen EilFssatze ziehen wir nun die nach- 
stehenden Tdlgmmgm: 

L Ist: 


liTn 

»-►ob 


«j — a, 




-1, lim — i, 


so existiert (s. § 36, S. 217, Ungleichung C21}) zu jedem e > 0 ein fl», 
derart, daß: 


l-e<- 




Mithin ergibt sich nach (6) und (6): 


< X-i-« für v>fl». 


l — 2e<-=f <£-|-2s für »>«. 


16 * 
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Nr. 3. 


Da hier £ beliebig Mein genommen werden kann, so erhält man 
den Satz^): 

Wac^isen die mit v monoton ins Unendli^ie, so hat man: 


G) 


lim 


d. h, der untere und obere Limes von ist allemal emigescMossen 
zwischen dem mteren md dem oberen Limes von , faus 

diese letzteren endlich ausfcdlen, 
n. Tritt an die Stelle der Ungleichung (5) die folgende: 


( 8 ) 


■*r — 1 


M . 

V v — 1 


> Ä, bzw. 




if. — If« 


< — für V > 9W , 


in dem Sinne, daß zu jedem (noch so großen) j 1>0 ein entsprechendes ni 
ron der firt^lichen Beschaffenheit vorhanden ist, so ergibt sich, genau 
wie in voriger iN'ammer die Relation (6), zu jedem beliebig großen JL> 0 
und beliebig Meinen e > 0 die Existenz eines » von der Art, daß: 


(9) -^<“^ + 6 fürv>». 

Mit anderen Worten;*) 

WatAsen die mit v monoton ins UnencBichef so hat mm: 
a , 

(10) lim -s!- = + 00 hzw. =--oo, 


lim 

r->B9 




4- 00 


bzw. 


— oo. 


1) Durch die analogen SdbJüsse ergibt sich ans (6 a): 

Nehmen die monoton gegen NuU ab und ist auch limaysso, 
so hat man: 


(7 a) lim 


a^ — a„_i a„ — a, 

^ lim — ^ lim — ^ lim 


v-i 


l/->00 Wy IWy — J 1^-VoO^y V-Vo» 1 

2) Analog findet man im Fidle: Wy_j]>Wy>0, limmy — Umay = 0, ans 
der Yozanssetzung: 

a a 

(8a) J"" - >A bzw. < — A fär jedes noch so große Ä und 


entsprechend der Relation (6a), die folgende: 



Nr. 3. 


§ 37. Grexizwerte von der Form lim — • 

y->oo hv 
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Das gleidie gilt übrigens ancb, wenn die Jf, motwtm dbn^mm 
nnd lim Jf, = — oo. Denn ist etwa Jf, — — M^, wo Jf/ > 

r->oo 

nnd lim JMT,'— + oo, so wird: 






(11) limTf = -]im^, lim - J lim ^— , 

.->«0 v-^00 y->-M — 1 y->eo — 1 

sodaß: 


( 12 ) 


ans: 


l^J. 




1™ 

itf' — Jlf' , 

y->«e "“v 1 


allemal folgt: lim — lim — — 


HL Fallen in (7) der mtere nnd obere Limes von - ji ~M ' 
eine bestimmte Zahl A zusammen^ hat man also; 


‘*»-1 






so wird auch: 


lim -üT = -4. 


Das gleiche gilt dann nach (11) nnd (12) im Falle: > Jlf,, 

lim M, = — oo. Durch Zusammenfassung dieses Ei^ebnisses mit dem 


y*^dO 


unter II ausgesprochenen gewinnt man also den folgenden Sau^itsate^')', 
Sind die monoton, lim Jlf, •> ± oo, so hat inm stets: 

V~^0» 


(9a) 
D. h.; 


(10a) 


— '^A bzw. ^ — A füx v'^n. 

i»y — "" 

Nehmen die monoton gegen Null ab md ist auch lima^»0, 
80 hat man: 


1- 1 V 

lim — SB* + oo, wenn: lim 


m„ 


> ± oo. 


Das gleiche gilt auch, wenn die monoton gegen Null zunehmend d. h. 
wenn limniy*=»0 (vgL die Formeln (11) und (12) im Text). 

y->oo 

1) Entsprechend folgt aus (7 a), (10 a): 

Sind die vh monoton, lim mir »» lim av » 0, so man stets: 

y-^'oo y->-oo 


(13a) 


lim — « lim 


a« — 




.m« 




sobald der rechts stdiende Grenzwert existiert. 
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(lä) 


lim^^ 




= lini*-=j Sr ; 

v->aD ^v—l 


söboSd der rechts stehende Limes (im weiteren Sinne) existiert. 

T Jimmt , man insbesondere = v, so resultiert der ^etnedere 
(Oaucbysdbe) Qrenewertsate: 

Es ist: 

(14) lim ^ — lim (a, — o,_i) , 

sobald der rechts stehende Grenmoert existiert. 

(Beispiele: Da lim (lg v — lg(v — 1)) =-«limlg(l +r:^) = 0 

»-> 0 ® ' V L / 

(s. § 34^ S. 206, UngL (3)), so folgt ans (14), daß andb: 


Hm - 




O.-) 


( 16 ) 

Diggen bat mau: 

lim — Um r~^(c— 1) — + oo, 

♦->00 ♦->00 

also nach (14) andti: 

(16) 


limü 


+ 00 .) 


Übrigens sei ansdrüokUcb berrorgeboben, daß da: Satz (13)bzw. (14) 
hmeswegs wnAäuhae ist, d. L ans der Exiskna des Usdeen Grenzwertes 
folgt keineswegs diqenige des rechts stehenden. 

OBeispiel: o, = v + (— 1)*, — v, also: lim^ — 1. Dagegen: 

♦■>00 ^ 

- ö,-i - V + (- 1)' - ((V - 1) + (- ly-') - 1 + 2 . (- 1)», 

d. h.: 

lm(o,-a,-i)--l> Sm(a,-o,_i)-3.) 

♦ ->00 ♦->00 


1) Wegen: 


ergibt sich: 



lim y? 
♦->00 



also mit Benttzung Ton GL (16): 


Um — Igv 




(Sr | 81, 8. 191, GL (81)), 



Nr. 4. 
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§ 37. Grenzwerte von der Pom Hm — 

^->-09 hv 

4. Der Satz 111, Dl. (13), laßt für den FaU eines endlichen: 


Hm 

»-»• 0 » 


M —M , 

V — 1 


eine Erweitemng zu, bei welcber die Yoraussetzting, daß die monoton 
nach ± oo divergieren, durch eine merklich allgemeinere ersetzt wird. 
Wir führen bei dieser Gelegenheit eine abgekürzte Schreibweise ein, von 
der wir späterhin noch viel&ch Qebranch machen werden. Wir be- 
zeichnen näuiHch eine Summe von der Form: 


c«. + Cm+i + ••* + «« (won>«») 


durch das Symbol: 





(spr. Summe der o, nach v von m bis n oder auch: für v ’=> t» bis v — »). 

Alsdann lautet die fragUche YeraUgemeinerung des Satzes GL (13) 
folgendermaßen: 

Jsi: 

n 

1 

so hat man: 


(17) 


Hm 


+ 00 


n: “T* 


( 18 ) 




Htti 

V-^CO 



7 


faUs der rechts stehende Limes endlich aitsfai^. 


1) Sind die 5« monoton, etwa Hm tv03-|-oo, so hat man; 

n n 

I Y I ^-^-1 1 “ 

* 1 " 1 

K-\ 


< 1 (bzw. — 1 für « oo). 

Das gleiche gilt im Falle br<0, Hmh»— — oo* buher mit (üf») bezeich- 

v->oo 

neten Zahlenfolgen genügen also den Bedingungen (17), sodaß der Hauptsatz HI 
als spesdeller Fall des yorliegenden exsohdnt, sobald der in Frage kouunende Gbrenz- 
vext mäUdk ausfälli. Dagegen erstzeckt sich die GHÜtigkeit dieses aLlgeineineren 

Satzes ntdit auf den Fall: lim mm ±ao, 

— Oy „31 
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a — a . 

Beweis. Ist etwa: lim -jr — r— =• -4, so sich zn jedem c>0 

K - K-i * 


ein m so fixieren, daß: 


also: 


! 

1 


«, — «,_i — A(6, — 6,_i) 

\K-K-t i 


b — d . 


< « fdr V > »t, 


— — <«• — fto «'>w. 

Setzt man der Beihe nach v — «»4-lj »» + 2, • • *, m + Q, so folgt 
znnäohst durch Addition der betreffenden ün^eichungen: 




1» + 1 


w+e 

1114*1 


Da aber: 
”+f 




m+l 


m4l 

BO ei^ibt sich a forüori: 




I -O l< «• 2 1 I i 


und daher: 


fl-.- 1 - ^ fl-, 

W + g _ ^ «1« ** ** 


<B 


m4*l 
1»+^ 


A4.A 


*'1» + ^ 


m+1 


“'«+f *'m+^ 

< • B, 

Schxeiht man v statt und berficksichtigt, daß: 


T“*^ T I 


80 findet man weiter: 


K ^ 


< e • S + 


6. ^ 


Ab„ — o. 


^6«— a« 

l}| 111 


flr: v>i». 


Wegen lim|b,| — oo Ifißt sich aber ein n^m so fiximen, daß: 


AK—, 




< e fBr V > II, Bodaß also: 




<«*(J5+1) för: v>n. 
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V*» 6» 

Da Ci^ + 1 eine bestimmte positive Zahl vorstellt nnd s > 0 beliebig 
klein gemadit werden kann, so »kennt man schließlich, daß: 

a 

lim Af q, e. d. 

»->■00 

5. Zur Berechnung von Gienzwerten der Form: 

lim -r, wo: lim a, — lim ± oo bzw. — 0, 

v->eo »->oo »*>00 

bedient man sich häufig mit Vorteil der folgenden, schon firüher (§ 28, 
S. 171, 172, Formel (23) — (25)) erwähnten SchloBweise, welche jetzt 
etwas ausfährlicher folgendermaßen daigesteUt werden kann. Aus: 

(19) 

folgt nach § 36, üngL (16), (17), daß: 

(20) lim Ay ^ lim ^ lim J5’. ^ Um 

»->•00 »-^oe »->00 »->>90 

Ist nun: 

(21a) lim = lim C, -■ A bzw. =±oo, 

»->>00 »->00 


was in dem vorliegenden Falle schließlich nichts anderes bedeutet^), als: 

(21b) lim A, = lim (7, =» A bzw. — ± oo» 

»->00 »->00 

so ergibt sich, daß auch: 

(22a) Bm ■— lim — A bzw. — ±oo, 

»->00 »->00 

d. L in diesem Falle «cisttenfi lim B, (zum mindesten im weHerm Simte), 
und man hat: ’”*■* 

(22b) Um B, — • A. bzw. — ± oo . 

r->» 

Beispiel I Bach 34, S. 206, UngL (3) hat man: 

(23) + för: d,> -1, 

wobei sich das O-leichheitszeichen BusschließUeh auf den Fall d, — 0 be- 
zieht, also: 


( 24 ) 


1 

l-t-d» 

1 


d» 


wenn: 

wenn: 


K>o, 

-l<d,<0. 


^ lim .dr ^ ßm C,, 
»->00 »->00 »->00 ■ 

lim Av ^ Im C» ^ Hm C». 
»->00 ,»->00 »->00 


1) Wegen: 
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Ist nun 4,^0, lim 4,-0, also auch lim-j-xT“®^ ergibt 

v->-flo r->oo ^ “T 

sich aus (23), daß zt^leich auch lim lg(l + 4,) 0. Andererseits lehren 

aber die IJu^eichxuigen (24), daß — w^en: lim — r -r =1 — auch: 

* T“ V » 

(26) für: 4,>0, lim 4,-0, 

T->C0 r->*«0 

wofÖr man (vgL § 33, S. 201, Gl. (17)) kflrzer zu schreiben pflegt^): 


(26) 




J .^-0 * 

Zusatz. Schreibt man die letzte Gleichung folgendermaßen:' 

1 


limlg(l + 4)'»-l. 


(27) 

und berficksiehtigt, daß auch: 

(28) lgc-1 tind: c- lim (1 + 4)'^ (§33,GL(17),S.201), 

(f->0 


so ^t sich Gl. (27) durch die folgende ersetzen: 

(29) pn lg (1 + 4) ^ ’ 

Man hätte auch umgekehrt zunächst die Bichtigkeit dieser letzten 
Gleichung beweisen und sodann mit EUfe Ton (28) zu GL (26) gelangen 
kdnnen. Hierzu wäre nur erforderlich fesizustellen, daß allgemein: 

(30) liml^a,— IgOima,), 

»->•00 »->00 


vorausgesetzt, daß lima, — a eine bestimmte positive Zahl vorstelli*) 
Man hat nun: 

lg lg {« + («»-»)} 



Die Bedeutung dieser Sdbreibweise ist also folgende: der fragliche Grenz- 
wert kommt zostande, wenn man ffir d sukzessive die als durchweg von Null ver- 
schieden anznnehmend^n Glieder dir einer ün übrigen ganz bdiebigen Folge mit 
dem Grenzwerte 0 einsetzt. Man bemerke, daß dabei die VarMeichen der einzelnen 
d» ganz willkOrlich toe^^dn können. 

S) Für den Fall: lim » i wurde dies bereits nnmittelbar zuvor im An- 
»•>00 

Schluß an üngl. (24) bemerkt; för den Fall: Hm » -|- oo in § 84, 8. 206, Gl. (4). 

»->00 



Nr. 6. 
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dy 

§ 37. Grenzwerte von der Form lim — • 

r->oo hv 


Da aber: lim -~r“ ““ auch: lim lg f 1 + ^ ^ j =» 0, so ergibt 

sich in der Tat^ in Übereinstimmnng mit CiL (30): 

lim lg a, — ^ a. 

Beispiel IL Nach § 33, S. 203, Ungl. (21) ist: 

1 + , wenn: |d,l<l. 


also: 

(31) 

Hieraus folgt, daß: 


Kct- 

J. üy 


(32) 


wenn: 0<d,<l, 

1 > * ^ > Tzrr^ 0>d,> — 1. 


Ist jetzt wiederum: lim d =■ 0, also auch lim ■: — ^ — 0, so wird, 

v-¥09 v-V« ^ 

wie Ui^ (31) lehrt, auch lim (c^i>— 1) — 0. Alsdann ergibt sich aber 
aus (82), daß: 


(33) 


lim 


e^v — 1 


*•*» 


i 1, wenn: d, ^ 0, lim d, = 0, 

r-y«o 


kOrzer geschrieben: 
(34) 


Hm- 


1 . 




Beispiel HL Setzt man in § 31, TJi^l. (III), S. 192: A^a^, B’^1, 
C’-Q, so wird: 

(35) Q • (»,— 1) ^<*»« — 1^9* (»r — 1)> 

wobei das ödere Zeichen gilt, £eü1b p < 0 oder p > 1, das untere, falls 
0 < p < 1. Dividiert man diese Ungleichung durch (a, — 1), so folgt: 


(36) 


p ^ ^ p . a,«-*, Ms; o,-i<0. 


Ist nun Um a. 


somit: 


r->» 


1, so wird auch lim o/“^ 

r->flo 


Giiaa,)?“^ 


1, und 
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(37) 


lim — - 7 - =• Q , wenn: o, < 1 , lim o, 1 , 

r->oo ^ 


oder, kürzer geschrieben: 
(S 8 ) 


o* — 1 

lim Q 


a>>l 


a — 1 


Setzt man a *= 1 ± d, wo also: S — ► 0 für Or — y so nimmt GL (38) 

die folgende Form an: 


(39) 


lim(i±^ 


lim 

<y->o 




Zusatz, Man hatte die Relation (38) hzw. (39) auch, ohne auf 
TJngl. (35) zu rekurrieren; mit Hilfe der beiden zuvor ausgeführten Grenz- 
werthestimmungen (36); (34) gewinnen können. Man hat immlich 
identisch: 

+ — Ig(i4.d) 

i e-lg(i + #) ’ i ’ 

^ . 1 -Ili . wenn gesetzt wird: a=- 9 lg(l+d). 

Da sodann « — 9 *lg(l + d) för d— >-0 den (Jrenzwert 9 • lg 1 d. h. 0 
besitzt (s. GL (30)), so ergibt sich mit Benützung TOn (26) und (34): 


li.aä + ^ 


9 * lim 

cr*>0 


«“-1 


• lim 
<r>o 


lg(i + ^ 
i 




und, durch Substitution ron — d für d, auch: 


lim 

a-»-o 


i 


Q- 


6 . Auf der Bestimmung von Grenzwerten der Form lim-^, wo 
lim a, »- lim 3 , — ± 00 bzw. lim a, = lim 6 , — 0, beruht die Möglich- 

y->as »->eo V->oo v->ao 

keit, das UnemUidiwerdm bzw. das NtMwerdm von Zahlenfolgen in ge- 
wissen Fällen zu mrgleiehen und „der Große ncudt“ m ordnen, was wie- 
derum nichts anderes besagt, als: auf Grund jener Yergleichung eine 
bestimmte Stdceession festzusetzem 

Es genügt, sich hierbei auf positive Zahlenfolgen (a,), ( 3 ,) zu be- 

CI 

schränken. Faßt man dann zunächst den Fall ins Auge, daß lim-^ (zum 

mindesten im weitarm Stnne) existiert, so muß allemal eine von den fol- 
genden drei Möglichkeiten eintreten: 


(40) lim^==0, 


(41) limy-^>0, 
»->00 


(42) lim =. -I- 00 . 



Nr. 6. 


§ 87. Die BezeiclmiuiLgen 
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Da diese Gleidmngen der Reihe nach anssagea, daB, fBr hinläng- 
lich große V, a, säur vid (noch genauer gesagt: hdiäng viämoH) Uem&r 
ist als K', oder wäteeu gUiäi oder endlich säur viä {= ieMärig viekmd) 
größer als 6,: so woUen •vfir dieses Verhalten der a,, 6,, gleichgültig wie im 
übrigen lim g^. lim 6^ beschaffen sein mögen, durch die Ausdrücke kenn- 

v>eo i'->eo 

zeichnen: 

Im Falle (40) a, ist infmitär Meiner als in Zeichen: (40a) «, -< b,. 

„ „ (41) a, ist «n/5witär c-h,, „ „ (41a) a,^cb,.^) 

„ „ (42) ist »w/5witär prS/8cr als „ (42a) o,>-6,. 

d 

Wenn lim niäit existi^ (oder zum mindesten die Existenz nicht 

v-^eo 

feststeht), so wollen wir nodi den einen Fall herrorheben, daß y schließ- 
lich misäien zwei endUäien positiven ZcMen bleibt und daher 

(43) wo: 0 <c^ C7< -1- 00 . 

r->öö 

Alsdann soll gesagt werden: 

a, ist inßniiär ahiäiät b„, in Zeichen: (43a) a„ ^ 

Da hierbei die Möglichkeit c => (7 nicht ausgeschlossen ist, so er- 
scheint der Fall der infinitären Gleiäiheit Ton a, und ch^ ^ormel (41a)) 
als speziäler Fall der infmitären ÄhnHäikeü (Formel (43a)). ^ 

1) Auf Gmnd dieser Terminologie erscheinen die in § 26, Nr. 1 (S. 149) dem 
Individuum A zugesohriebenen Behauptungen als Ausdruch gewisser infinäärer 
GletäAeüen. Bezeichnet man etwa die Anzahl der in der Reihe 1, 8, • • •, m ent- 
haltenen geraden Zahlen mit so hat man, je nachdon n gerade oder ungerade, 

bzw. — - — und daher für in jedem Falle; ln 

diesem Sifme, d. h. bei dieser besonderen Art der gegenseitigen Zuordnung gibt es 
also halb so viele positive gerade Zahlen, -wie natürliche Zahlen. 

Bezeichnet man ferner die Anzahl der nicht-negativen, unterhalb 1 gelegenen 
rationalen Zahlen, deren Nenner die Zahl n nicht übersteigt, mit r„, die Anzahl 
der im Intervall von 1 (inkl.) bis 1 (exkL) gelegenen, welche die gleiche Nenner- 
eigenschaft besitzen, mit so hat man offenbar für jedes n: und 

daher schließlich auch: In diesem Sinne gibt es also von 1 bis 

Ä;-mal so viele raUonale, Zahlen» wie von 0 bis 1. 

2) Will man auch für die noch übrig bleibenden Mdglichkeiten, nämlich: 




a,, 

(») 

lim a» 0, 

lim — «= c < 00 , 

f^oo \ 

(b) 

lim -r- s=» c > 0, 

a 

liniT-- =» oo, 



— 

(0) 

lim = 0, 

v->-ao 

lim*^s= oo, 

Oy 
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Ist jetzt insbesondere: 

(44) lim «■ lim — + oo , 

y>>eo v-^co 

so sagt man auch, es werde: 

ö, Ton meäerer Ordnmg mendUch, als b,, wenn: o,-<b,, 

„ gleicher „ „ wie b„ „ a, bzw. 

«„ „ Mherer „ „ als 6„ „ a,>b„ 

oder auch: es toachee gleichzeitig mit v stdvwMter (langsamer), ebenso 
stourk (ebenso schnell), stärker (schneller) ins JJnenäliehe als b,.^) 

Ist ferner: 

(45) lim a, «- lim b, •- 0, 

»->00 V ->00 

so sagt man entsprechend (mit naturgemäß sich ergebender Umkehrung 
der Begriffe ,ihäher“ und „nieärige)*^), es werde: 

o, Ton Mherer Ordnmg NuU als b,, wenn: «f,-<b,, 

a, „ gl^cher „ „ wie b„ „ a,~b, bzw. a,.£^flib„ 

a, „ niedarer „ „ als b„ „ o,>b„ 

oder auch: es konvergiere mit unbegrenzt wachsendem v stärker (schneller), 

^enso skark (ebenso schnell), schwäedier (Langsamer) g^en NtiH als b,.^) 


Bich ein^ analogen Schreibweise bedienen, so könnte man beziehTmgBweue setzen; 

(a) (b) (o) 

Wir werden jedoch diese Schreibweise nicht in dem obigen Sinne anwenden, viel- 
mehr (analog, wie die entsprechenden Kombinationen der Zeichen nur 

in dem folgenden : In dem betreffenden Zusammenhänge steht es firei, av nach Be- 
lieben infinitär kleiner als hv oder infmitär ähnlich K anzunehmen usf. 

1) Beispiele: 

lg y -< V (s. Gl. (16)), 

V ^ fr, 


e’' >- ff (b. Gl. (16)), 



(B. Gl. (26)), 


2) Beispiele: 



Nr. 1. 


§ 88. Tergläcbtmg des ünendlichtrerdens von ca„ Igo,. 
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§ 38. Yergleicliting des ünendlleliwerdeiis von o,, ef“*, lg o, 
für fi), — »■ oo. — 

Die iterierten logarithmen. — TJnendlielikeitsslaleii. 


1. Es sei (oj eme Folge beliebiger Zahlen mit dem Grenz- 
werte lim »• -{- • Alsdann soll zunächst die Beziehung von e"v und 

T ->00 

oder gleich etwas äUgemeiner Ton (e"»)^ und ro,* (wo p, g; gleichfalls 
beliebige, aber feste positive Zahlen bedeuten) für unbegrenzt wachsende 
Werte von v untersucht werden.^) 

Man hat für jetks positive a (s. § 33, TJngl. (19), S. 202) : 


e“> 1 -1- a> «, 


und daher für a > 


« + l 


0 ».: 


e«+i 

Erhebt man beide Seiten dieser Ungleichung in die ({ + 1)*^ Potenz, 
so folgt: 

eP- 


und somit: 




(e"v)^ 


! »F / V 


Da der erste Faktor der rechten Seite eine bestimmte von Null verschie- 
dene positive Zahl vorstellt (auch wenn man p beliebig klein, q bdJebig 
groß fixiert), so folgt weiter: 

(1) lim J ^ — -f- oo oder, anders geschrieben: (e"»)^ >- a/, 

y-*» ®i>® 

in Worten: 

Jede beliebig niedrige positive Fotens von e"» n/ird für 
limo),,— -|-oo von höherer Ordm/ng menilidk, als jede beliebig 
hohe positive JPotens von a,. 

Für j) »■ g -= 1 hat man also speziell: 

«“» 

(la) lim — -< -f oo, also: «"*’>- (o,. 


1) Der spesielle Fäll; m, — v und p » g — 1 . wurde bereits im vorigen 
Faragiaphen, S. 880, 0L (16) als Beispiel für den Cauehyscben Grenzwerteatz 
behandeli 
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Setzt maa in (1) e"» => «s/, also — lg mj, so ergibt sieb: 


lim ■ 


+ 0O 


zunaebs^ unter der Yoranssetznng, daß: 


bm lg (d/ = + 00 . 

Da aber lim lg o/ posiHv mmdliieh, wird, wenn lim ra/— + oo (s. § 34^ 

lf->ao ir->go 

S. 206, GL (4)), so folgt scbließlicb (indem man- wieder statt o/ 
schreibt): 

CD ^ 

(2) lim-— ^ = -foo, also: »/Xlgör)«, 

*•>« (lg 

sofern nnr a>^ der Bedingung genügt: lim (»,>=>> -|- oo, also: 

Jede helielig niedrige j^siHve Fotene von o, wird für 
lim Oy <= -f oo von höherer Ordmmg imencßkh, als jede beliebig 
hoheposiUve Patern von lg Oy. 

Ordnet man dem ünendlichwerden oder, wie wir kürzer sagen 
wollen, dem „TJnendMch“ Ton Oy die „Ordnungszabl" 1, demjenigen von 
Oy< (wo 2>0) die Ordnnngszabl g zu, so kann man sagen, es werde 
lime"r für limOy>° + oo mendlüdi großvoneiner Ordmmg, die jede noch 

y-Voo ^->>00 

so große posiiive Z<M g übersteigt, oder kürzer: es. werde lim e"* unend- 
Ueh groß von tnmdlieh hoher Ordmng. 

Dagegen wird limlgOy und sogar lim(lgOy)3 (für jeden beliebig 

r>>>eo 

großen positiven Ezponenten 2 ) mendlich groß von einer Ord/mmg, die 
niedriger ist, eds jede no<A so Meine positive Zahl p, oder anders aus- 
gesprochen, es wachsen lg o,, (lg ajf mit Oy langsamar ins ünendlicbe, 
als jede noch so niedrige Potenz Ton Oy, also gewissermaßen mendlich 
vid langsamer, als Oy selbst. 

2. Man kann nun aber leicht Zahlmfolgen konstruieren, die wiederum 
mit Oy noch ,junencditdi vid langsamer** ins ünendlicbe wachsen, als IgOy. 
Bildet man nSmlich von lg a, wiederum den natürlidien Logarithmus 
wobei wir zur Abkürzung: 

(3) lg(lgffl,)“lglg®,“lg*ö, 

schreiben wollen, so wird offenbar mit Oy auch lg| Oy über alle Ghmizen 
wachsen. 
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i 

Setzt man jetzt in (2) lg o, an Stelle von o,, also lg, an Stelle 
von lg a., so folgt ztuwchst* 

(lg 

Man konnte nun in dieser Eelaiion o, -wieder dturdi lg ersetzen, so- 
daß im Nenner der Ansdmck: 

erscheinen würde. Fährt man in dieser Weise fort und bezeichnet allge- 
mein mit Igj^ Oy den Tc-fach iterierten Logarithmus von d. h. diejenige 
Zahl^ die aus Oy hervorgeht^ wenn man die Operation des Logarithmierens 
%-mal anwendet (wobei man nur von Tornherein für o^ eine positive 
Zahl von hinlänglicher Oröße anzunehmen hat^ derart^ daß lg Oy , Ig^ < 0 ^, * • 
Ig^^o,, sämtlich positiv ausfallen)^ so ergibt sich allgemein: 

Denn angenommen, diese Relation sei für irgendein bestimmtes h er- 
wiesen — wie es tatsächlich nach OL (4) für £ » 2 der Fall ist (da ja; 

— so folgt, wenn man Oy durch lg Oy ersetzt (was wie- 
derum ohne weiteres gestattet ist^ da ja Oy keiner anderen Beschränkung 
unterliegt, als mit v positiv über alle Grenzen zu wachsen, und diese 
Eigenschaft alsdann auch lg Oy zukommt): 

(lg. <0 

(6) Hm— — J^- = + oo, oder: Ggi®.y Xlgi+i®»)* 

(lgib+1 

(da ja: lgj_j dg ®.) — lg* Igjdgo.) — lg*+i®,), womit die AHgemein- 

gültigkeit der Beziekang (5) för % = 2, 3, 4, erwiesen ist. 

Bezeichnet also (o,) eine Fo^ positiTer Zahlen mit dem Grenz- 
werte oo, so kann man eine mbegrenet fartsetelare Skala ron Zahlen- 
folgen, lämHoh: 

C^) (®,), Ggi ®r)» (lg* ®»)» • • *7 (Igi®,)» 

Ton der Beschaffenheit hersteilen, daß die GHeder jeder einzelnen Folge 
unendiieh vid langsamer^) ins IlnendHche wachsen, als diejenigen der nn- 
mittelbar Vorangehenden (und somit jeder Torangehenden). 


1) P. h. (s. Ns. 1 am SeUime): Bedeuten (op, (ea'') izgendzwei konsekutire 
Folgen jener Skala, so Bat man nioht nur: 

»; -< <, 

sondern sogur: 

Pringtheim, VorlMongen 1, 1. 


16 
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Analog würden — änf Ghrond der Bdaiion (1) — die Zahlenfolgen: 

(8) K), (««^), (.«*"’), 

eine mbegrenet fortsehsba/re Skala ron snhzessiTe unendlv^ vid schndier 
ins Unendliche wachsenden Folgen liefern. 

3. Es lassen sich aber auch Zahlenfolgen («),') herstellen, welche 
nicht nur men^idi vid langsamer bzw. sdtrtdler ins Unendliche wachsen, 
als irgendeine hesümmte Folge der Skala (7) bzw. (8) von Ididng hoher 
Bangordnnng, sondern menälidt vid langsamer bzw. sdmdler als ^ede 
Folge (7) bzw. (8). Wir wollen dies hier an einer Skala von der Form (8) 
zeigen; auf den Fall einer Skala von der Form (7) werden wir später 
noch znrückkommen.^) 

Wir n^men der Einfachheit halber (9„ — > v und führen die fol^^en- 
den Bezeichnungen ein^: 

(9) v-c/), = = e«" = = e W, 

— c®*® =• • • •, =» e^, , 

sodaß also die Skala (8) die Form annimmt: 

m, m, • 

Dabei ist dann: 

(10) e,W ^ e.« < < < e,® < 

(und sogar für jedes noch so große r>0: . 

Setzt man jetzt: 

(11) (v-.0,l,2,...),‘) 

auch wenn man s > 0 noch so groß, p > 0 noci^ so läein .fixiert hat. Hiezza ge« 
nfigt es übrigens, wenn mir für jedes ieHdng groß fixierte r > 0: 

<<»;■ 

Denn man bianoht nnz r = -^ zn setzen, nm von dieser letzteren Beziehung za 

der Torhergehenden za gelangen. 

1) S. § 68, Nr. 6. 

8) lüerza sei ausöüüeUioh bemerkt, daS t"«?» unter stets a(»®), niM 
(aPy zu yerBteken hat. (Vgl. hierssu S. 79.) 

8) Die Aafangfiglieder der Zahlenfolge lauten, also: 

naf., 

d. h. ansgeschneben: 

0, e\ e^\ naf. 
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80 läßt sich zdgen, daß: 

(12) >- e^'i und sogar: >- (eJ^Y, 

wte groß auch It und t angenommen werden mögen. 

Da fär V ^ 0 : 

^ 1 + V > V (§ 33, S. 202, UngL (19)), 
so hatman fQr v = 0, 1, 2, • • • : 

(13) e W < e,w e « < c «, • • • , e /) < 

Andererseits hat man — w^en v < v 4- 1 : 

und daher durch gleichzeitige Anwendung ron (13) und (14) a forKori'. 

(15) « ® < ej* j , also speziell: < ej’ . 

Daraus geht zunächst hervor, daß die Folge (E^) s (c,^*0> g^i^eso wie 
die einzelnen Folgen Qt—0, 1, 2, • • ■), eine monoton ewu^menäe ist. 
Wird jetzt k leHebig groß fixiert, so hat man nach (10): 

(16) >- ef* und sogar: >- (eJ^^Y bei beliebig großem r. 


Nun ist aber nach (13): 


(17) Ä'X. 


.(t+l) 


.Ck+8) 


'i+J t '*+8 


>«i 


(*+« 


>+8 f 


h+l 




(*+1) 


'k+i > 


d. h. man hat: 

(18) für: y^Ä + 2 


und daher, in Rücksicht auf (16), a fortwri: 

womit die aa8geq>rochene Behauptung (12) bewiesen ist. 

4. Im Anschlnsse an die Skala (7) stellen wir noch die folgenden, 
für die Lehre von der Konvergenz unendlicher Reihen wichtigen Be- 
tradittmgen an. Wir setzen: 

(19) i*(«»,)-“®, (Är*l> % *”)> 

oder andi, indem wir der GleidbfSrmigkeit halber noch die Bezeichnung 
einführen: 

lg»®r=-®r; 

(19a) L*(m,)-lgoO,*lgiffl,-l«iOv-*-lg»®» (*-0, 1, 2, •••)■ 

16 * 
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Man hat also speziell: 

(19b) io(®0 - o»» (®i-) = ®r * % A (®,) = o, • lg ©, • ]«s • • • 

und allgemein: 

(20) ii+i(o,)“-Ci(®,)-lgi+i®r. also: h(Pv) <Lt+i(Pr)- 

Es wächst hiernach Xt(a>J mit ta, um so sdmeUer ins Unendliche, je 
größer h ist; andererseits aber, tcie groß anch Je angenommen werden 
mag, immerhin menäUäe md langsamer als fOr jedes noch so 

Idem fixierte p > 0. Denn man hat mit Benützung der Beziehungen (5) 
und (2): 

(21) 1 ^( 01 ,) -<o„- (lg flj,)*, also a fortior»: -<<d/+? (für p>0). 
Wir definieren ferner: 


(22) i,<e^(ß,)-i.(®,)-(lg*a.> 

= Igo ®r • Igl ®, • • • lg*-l • Og» ®,)''^«’ . 

also speziell: 

(22a) io(«)(oj,),= 0 )/+«, AW((d J = o, (lg a),)i+?, 

£,(f)(c),.) = o, • lg tD, • (lg, ffl,)^+9, • • • . 

Ist dann p > 0, so findet man offenbar: 


(2S) 

da: — — — rxr und: lim rxr 


OO . 


Zugleich, hat man^ wie ffroß auch % und wie Tdem die positive Zahl q an- 
genommen werden mag^ nicht nur: 

(24) i,(f)(c»,) > 4(0»,) ^wegen: =(1&®>)^)> 


söndem anch, fvr jedes noch so große 1: 

I^)(q^ ^ ■^i+l(®r) > 


(25) 

da: 


(25a) 

und: 


4+1 W l»t+l“,"-l»i+2«, 

Gg» ®»)^ >“ (tei+i ® ,)* >" igi+i ®, • • • igj+i o, • 


1) Es ist also; 
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Die im yorstehenden erhaltenen Ergebnisse lassen sich folgendermaßen 
zusammenfassen. 

Ist lim + oo und q>0 (im übrigen beliebig klein), so hat man: 

v->00 


(I) o, •< o; • Igi ßj, < (D,, • Igi O, -IgsO^C-- 

• • ^ O, • Igl <0, • • • lgi_i ©, • Igi©, ■< , 

(II) ©/+9 > ra, • (Igi ©,)i+f > o, . Igi ©, ■ (lg, ©,)i+9 >- . . 

••>©,• lg, lg ©,.. . lgi_i ©, . (lg*o„)^+e > 


Die Glieder der Skala (I) wachsen also mit v nm so schneller, die 
Glieder der Skala (Q) um so langsamer ins ünendliche, je größer Te an- 
genommen wird. Der Faktor, nm den sich ein Glied der Skale (II) von 
dem ent^echenden, d. h. zn dem nämlichen Ic gehörigen Gliede der Skala (I) 
unterscheidet, föUt um so kleiner aus, je größer h ist. Dabei ist aber ein 
beliebiges Glied der Skala (11) nicht nur iwfimtär größer, als das ent- 
^eäiende, sondern auch als jedes idiehige, insbesondere jedes leHehig md 
später auftretende Glied der Skala (I). 

5. Wir knüpfen hieran noch einige fOr die Reihenlehre bemerkens- 
werte Relationen, denen lgj©„, X',(©,,) genügen, falls man die ©,, noch 
der Beschränkung unterwirft, mit v monoton zuzunehmen. 

Es bedeute also (Jf,) eine positive, monoton mtdmeade Folge 

M, 

mit dem Grenzwerte + 00 . Da alsdann för jedes v: — > 1, so hat 
man nach § 34^ üngl. (2) (S. 206): 


(26) 


lgJlf,-lgilf,_, = lg 




< 

> 


üf, — -Wv-l 
" 1 

IT 


Da ferner mit M„ auch lg Jlf, monoton ins ünendliche wächst (s. § 32, 
üngL (16), (17), S. 197), so ist die Folge (lg Jlf,) von demselben Charakter, 
wie die Folge (Jf,). Man darf also in (26) M„ auch durch IgJlf« er- 
setzen (wobei nur bzw. v von vornherein so groß zu wählen ist, daß 
lg > 0) und findet somit: 

^ -af,-! 1« ^.-1 ' 

igjf, ^ 


(27) lg,Jr,-lg,Jlf,_, 
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Hiemacli ist zu yermuten, daß allgemein: 


(28) 




^ it-iW ‘ 


Angenommen, diese Belation, deren Bichtigkeit fBr k >» 1 und A » 2 
tatEMchlioli erwiesen ist (da ja: gelte 

für wgmädnen Wert h] alsdann ergibt sich durcb Substitution 

von lg an Stelle von Jf^ zunächst: 


kfc+i ~ Igt+i -^»-1 




also mit Beräcksichtigung Ton üngL (26): 


(28a) 


4 h + l '^» -^»-1 




womit die AUgemeingflltigkeit der Formel (28) fBr k = 1, 2, 3, • • • be- 
wiesen ist. 

Genügt jetzt noch der weiteren Bedingung: 


(29) 

M 

d. L besitzt der Quotient ^ ’’ einen endlichen, Ton BuB rersdhiedenen 

oberen und untaren Limes — • etwa Ä und a (wobei ancli J. <-> a sein 
kann), so kann man setzen: 


also: 


o — «< 


J*.-x 


<Ä + e 


für: v^n. 


^ Jtf,-! + lg (a - e) < lg A«, < lg -H lg (AL + «) 


!«(« — •) ^ kK 
^ l«Ä.-x 


<14 


lg (A4-«) 


und daher sdhließlieh, wegen lim lg — + o6: 


lim 


MsK 


ld.li. lgA£,aelgA£,_i, 


(30) 
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woraus dann nach derselben Schlnßweise a%emein folgt: 

(81) (s-i,2,s,-). 

In diesem Falle liefern die üngleichungen (28) offenbar die folgenden 
infiniiSren Beziehui^en: 

(32) (Ä»l,2,3,..,. 

Und ist geradezu: 

( 83 ) 

also um so mehr auch: 




so erhält man: 

(34) (t-1,2.8,...). 

Setzt man speziell üf, — v + 1, so hat mau v^v + 1 und daher: 
(36) la(>+l)-l&(>)B^^S j;^_^‘y,y , 

oder, andws geschrieben: 


( 86 ) 




(b) toi.(.+l){l-5^,)-l. 


Kapitel VL 

Zweifach wnendliehe ZaUenfolgeii (Doppelfolgen). 

§ 39. rmformiuig einfiMh imendlleher Zahlenfolgen ln mehrfoeh 
unendliche und umgekehrt. 

1. Zerl^ man eine unbegranzte Zahlenfolge (O]) in mm solche, 
die mit und (a^ bezeidinet werden mögen, die letztgenannte wieder 
in iwei unb^p«nzte Zahlenfolgen: (a^^)) und (a/), und denkt sich dieses 
Yer&hzen unb^enzt fortgesetzt (was offenbar mÖgUdx ist, da ja jede un- 
begrenzte Zahlenfolge imm^ wieder in mm solche zerl^ werden kann), 
flo erhält man ra Stelle der cmmm 2Sahlanfolge: 

(1) , ®# <*i • ®i 
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eine mAegrmste Sähe von Zahlenfolgen: 


Nr. 1. 


■ <*1^ • • • a/) 

Ol« oj« - . . o^« 
(*!« Oj« ■ • • o^-) 


OjW OjW aj(’> • • • o^'') 


welche als eine Umformung oder ümordmmg der nrsprönglichen Zahlen- 
folge in dem Sinne angesehen werden kann, daß jedem Gliede der 
Folge (1) ein ihm gläehes des Schemas (2) entspricht und umgehArt. 
Dieses gegenseitige Entsprechen Ulßt sich in der Weise charakterisiere, 
dssB dem anfachen Index, also der ZM X umkehrbar eindeutig ein )Oo]^gd- 
index, sdso ein bestimmtes ZcMei^gawr (ju,, v) zugeordnet ist, und auf 
Grund dieser Zuordnm^ erscheint da nn das (A -j- 1)^ Glied der Folge (1) 
innerhalb des Schemas (2) als dasjenige Glied, welches der -f 1)**^ Ko- 
lonne und der (v-|-l)*“ Zeüe angehSri^) 

Wir bezeichne eine solche mhegrenete Seihe von Zahlenfdgen nach 
Art des Schemas (2), mit edere Worte eine ZMenfolge, bei welcher 
e Stelle jedes einzelne Gliedes eine Folge de bisher betrachteten Art 
wieder eine ZaMenfdge erscheint®), als ewafoA tmendliehe Zcihienfdlge 
oder kürzer als DoppdfoHge und dem g^enüber die bishe betrachteten 
Zahlenfolge nach Bedarf als einfach unendliche oder kürzer als einfache. 

Als Beispiel für die Umformung einer einfache Zahlefolge (oj) in 
eine Doppelfo^e diee folgendes. Nach § 15, Nr. 1 (S. 92) laßt sich 


1) Statt schreibt me häufig auch oder, wo kein Mißrezsländnis 
mSglich, ech (ohne Eomma; das Komma ist jedoch entbehrlich, sobald 
an die Stelle der ^n&chen Indizes (t und v solche von znsammengeseteter Form 
treten, z. B. Di^ SchieibweiBe mit den nehennnander gestellten In- 

dizes erweist sich übrigens als die ansschliefilich branchbaxe, sobald es sich nm 
Zahlenfolgen handelt, die etehr als swetfizoh unendlich sind (s. Nr. 3 dieses Para- 
graphen). Für ztcesfoch unendliche Zahlenfolgen besitzt jedoch die im Text ge- 
wählte Scdireibweise den Vorzug, weniger platzraubend und merklich fibersicht- 
lieher zu sein (man veigleidie das oben gegebene Beispiel 

3) Sdldie Zahlenfolgen sind uns genau genommen auch schon fiefihet be- 
gegnet. Kon braucht sidi nnr klar zu machen, dafi bei mner Zahlenfolge mit 
irratkmdle» Glliedem (s. fi 86—88) jedes Glied in Wahrheit nur das Z^dien für 
eine Zahlenfolge ist. 



§ 39. TJmfotmTmg einfach unendlicher Zahlenfolgen. 


Nr. 1. 
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jeder Index X stets und zwar nur auf eine einzige Weise in die Form 
setzen: 

(3) A. Cj + Cj • 2 + • 2* + • • • -j- • 2®i (X “• 0, 1, 2, • • •), 

wo <i, • • ■, Cbij[_i entweder 0 oder 1 sind, dagegen (so. fttr 1) 
— 1 zu setzen ist (d. h. 2“i ist die Mchste Potenz von 2, welche ^ X 
ist). Alsdann sollen der er^m Zeile der herzustellenden Doppelfolge 
alle zugeteilt werden, deren Indizes der Bedingung: 

Co-0 

genügen, d. h. alle ax mit geradem Index (einschließlich der 0); der eweiten 
Zeile alle Ox, für welche: 

^ = 1 , = 0 , 

d. h. alle diejenigen, deren Index von der Form A + 1 ist; der 
dritten Zeile alle a^, für welche: 

d. h. alle diejenigen, deren Index von der Form A + 3 ist usf. All' 
gemein: die (v+ 1)^ Zeile soll aus allen Ox gebildet werden, für welche 

= <^ = 1, ..., = c,-0, 

d. h. aus allen denjenigen, deren Index die Form hat: 

A=-l+2 + 2» + -- - + 2’'-^ + . 2*'+‘ H + • 2"i 

“• 2’''*'^ * /t + 2” — 1 (/* = 0, 1, 2, • • •) . 

Die ans der Folge (a^ resultierende Doppelfolge lautet also folgender- 


maßen: 


«* 

»4 



Ol 

«5 

«9 

^A/t+l 

(4) . 

1 


»1« 

* • • ®8(«+8 


® S »-1 ^ S '+'+ S »-! <**»+‘•*+*''-1 *■' 


Um die Stelle au&ufinden, an welcher ein beliebiges Glied ax der ur- 
sprünglichen Folge in der Doppelfolge (4) erscheint, mit anderen Worten, 
um das irgendeinem einfatiim Index A als Doppelind» zugeordnete 
Zcddinpaar (ji, v) zu bestimmen, ißt zunächst A auf die Form (3) zu 
bringen. Bat sodann in der Reihe . 4^ Bbeiffi^eDten e,, (^, • • • der 

ersts, welcher >- 0 ist, den Index v, so gehört Ox der {v -{- 1)**" Zeile der 
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Nr. 2. 


Doppelfo^ (4) ao. Da ferner unter der gemachten Yoraussetzong (näm- 
lich Cj — . . . — =« 1, c, 0): 

i“l + 2 + --- + 2»-^ + c,^,.2»+i + --- + c„^*2«i, 
so läßt sieh A in die Form setzen: 

A - 2»— H- 2”+^ • ft, 

wo ft eine einäeutig hesHmmte natürliche Zahl (mit Einschluß der Null) 
bedeutet, welche dann anzeigt, daß der (ft-i* 1)^ Kolonne der Doppel- 
folge (4) ai^^Srt. 

ün^ekehrt: Bezeichnet man mit dasjenige Gilied der Doppel* 
fo^e (4), wehdies in der (v 1)*“ Zeile imd der (ft -f- 1)*“ Kolonne steht, 
so hat man: — Oj, wenn gesetzt wird: A — 2"'^^ • ft + 2”— 1. 

2. Betrachten wir jetzt eine Doßp^dlge als die ursprünglich ge- 
gebene, so Bißt sich zeigen, daß diese stets auch (auf unendlich tMc 
A rten ^)) in eine etn/ae^ Zahlenfo^e umgeformt werden kann, d. L es 
lassen sich stets einjiuAe Folgen (a;J herstellen, welche jedes Olied 
einmal und nur einmal enthalten. 

Man erzielt dies am bequemsten, wenn man die Glieder in Ghruppen 
zusammen&ßt, deren jede alle Glieder mit dmr nämUätm Indezsumme 
ft -f- V •» o enthält, während « der Beihe nach die Werte 0, 1, 2, • • • 
durchläufi^ also: 


( 6 ) 


a,®*' «o"*’ «r «0® »r 


^ w „(-1) 




Die Ydgleichung dieser Anordnung mit dem Schema (2) zeig^ daß 
man die ein&che Folge (5) erhalt, wenn man die Glieder der Doppel- 
fo^ (2) „nocä Diagonaleiif* ordnet, wie durch das folgende Schema ver- 
deutlicht wird: 


(5a) 


«<•> <*<»> «f. 

o« a«.. 



1) Aqb der Ibdstenz einer einzigexi XJmfoimimg einer Doppelfolge in eine ein* 
&che ei^bi eidi je luunitfcelbairp deß es deren unbegrenzt viele geben mufi, da 
m a n ja die Glieder jeder einfitchen Folge noeb auf nnendlicb viele Arten permn* 
iieren kann. 



Nr. 2. 
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Eine andere, ebenfalls sehr einfache YorsohrifI; zur Umformung der 
Doppdfolge (2) in eine ein&che ist die folgende. Man fasse alle die- 
jenigen zu einer Gruppe zusanunen, für welche 

entweder: v — p 

oder: ^=^9 p>v^0. 

Man erl^t alsdann die Anordmmg: 


( 8 ) 


o." »» a f o,™ o,™ 


• • • • a^\ ® 

0 1 p-l pp PI 


W. 


weldie sich wiederum schematisch in folgender Weise anschaulicher dar* 
stellen läßt: 


(6a) 



•r 



> 






Das vorstehende Ergebnis gestattet noch eine etwas allgemeinere 
AnfEusung, insofsm es ja offenbar freistdit, unter den bzw. be- 
liebige „JEHementef* (§ 3, Er. 1, S. 16) zu vmrstdien (wdche zwar Zahlen 
sein können, aber nicht zu sein brauchen). Die einfach mendüäw Folge 
der wird alsdann zur dbealitharen Menge (§ 25, Nr. 3, 8. 151), während 
die eweifadi mendUdte der a^^ (s. Schema (2)) als eine äbeählbare Menge 
von dbeahlbaren Mengen erscheini Bezeichnet man eine solche als ewei- 
fach äbeäMbar, so Mt sich das Besultat der vorstehenden Betrachteng 
folgendermaßen anssprechen: 

Jede eweifaeh abeählhare Menge ist (schleditkin) ah~ 
eählhar. 

In Wahrheit erweist sich die firflher naebgewiesene Abzählbarkeit 
der rationalen Zahlen (8. 151), bzw. der posUhm echten Brüche (8. 221) 
lediglich als ein qpezidler Fall dieses Ergebnisses. Setzt man nämlich 

sodann (t — 0, 1, 2, ••*, w — 0, 1, 2, •• •, so nimmt 
das Schema (2) die folgende Form an: 
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1 

1 




£ 

2 

£ 

3 

£ 

4 





£ 


_3 


£ 

V 



enthält also alle positiven raHomHen Zahlen nnd 2 swar jede noch unend- 
lich oft, nämlich außer jedem reduzierten Bruche y noch alle möglichen 
von der Form Schließt man diese letzteren aus (wie in dem obigen 

Schema durch Einklammem angedeutet ist), so bleibt diejenige Menge 
zurück, in welcher jede positive rationale Zahl mmal und nwr einmal 
vorkommt. Die auf S. 151 gegebene Reihenanordnnng der positiven 
rationalen Zahlen resultiert alsdann, wenn man die obige Doppelfolge 
nach Diagonalen anordnet; während die nach S. 221 (41) vorgenommene 
Anordnung der positiven echten Brüche zum Yorschein kommt, wenn 
man nach ZeHen ordnet und jedesmal unmittelbar vor der „Haupt- 
diagonalef*^') (welche auch im ersten der beiden betrachteten Fälle, abge- 
sehen von dem Anfangsgliede y, aus lauter anszuscheidmiden Glie- 
dern besteht) abbricht. 

3. Zerlegt man jede der unendlich vielen dnfadtm Zahlenfolgen, die 
eine Doppdfdge bilden, also z. B. jede Zeüe des Schemas (2) wiederum 
in eine Doppelfolge, so entsteht eine dreifach unendliche Zahlenfolge. Von 
einer solchen gelangt man in analoger Weise zu vierfadi unencßiehen und 
so fortfahrend zu bdiebig vidfaeh, etwa p-fach unendlichen Zahlenfolgen. 
Das allgemeine Glied einer solchen Eßt sich in der Form: 


( 7 ) 


a. 




anschreiben, wo jeder der Indizes v^, v„ * ■ *, die unbegrenzte Reihe 
der Zahlen 0, 1, 2, • • • zu durchlaufen hat und für alle mög- 


1) Danmter verstehen wir hei dem aligemeinen Schema (8) die F<dge der 
Glieder: 




.W 
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Uätm Yerbindangen zu setzen sind, welche auf diese Weise gebildet 
werden können. 

Wie jede einfach unendliche Zahlenfolge (auf unendlich viele Arten) 
in eine p-faeh unendliche amgeformt werden kann, so kann auch um- 
gekehrt jede p-faeh unendUehe (auf unendlich viele Arten) in eine m- 
/ac% nnendlidie verwandelt werden, am ein&chsten, wenn man analog 
verfährt, wie bei der Anordnung einer Doppelfolge nach ,fDiagondlen^. 
Setzt man immlich: 

(8) Vi •+• V* -h • • • + > 

so gibt es, wenn naian ß der Eteihe nach die Werte 0, 1, 2, • • • beilegt, 
zu jedem ß immer nur eine bestimmte endliche Anzahl von Zahlenver- 
bindungen Vi, Vg, ■ ■ •, Vp, welche der Gleichung (8) genügen. Faßt man 
alle auf Grund der Gleichimg (8) durch irgendeine bestimmte Wahl 
von ß charakterisierten Glieder zu einer Gliedergruppe A„ zu- 

sammen, so entlült die aus den Gliedergruppen Aq, Ag, • ■ ■ zusam- 
mengesetzte, einfach unendliche Zahlenfolge jedes Glied der p-fach un- 
endlichen mmal und nur einmaL Jedem Gliede a. , . . , kommt also 
in dieser einfach unendlichen Zahlenfolge ein bestimmter PJote bzw.' 
Stälemeiger zu, wenn man noch die Anordnung der Glieder innerhalb 
jeder Gruppe durch eine passende Yorschrift festsetzi 

Läßt man wieder an die Stelle der Ztäüen beliebige Ple- 

menie treten xmd bezeichnet die betreffende Menge nach Analogie der 
oben für den Fall p = 2 bereits eingeführten Ausdrucksweise als eine 
p-fadt dbeiOdbare, so ergibt sich: 

Jede p-fach ahsählhare Menge ist (sctteehOm) al- 
zählbar. 


§ 40. Grenzwerte konvergenter nnd eigentllck divergenter 
Doppelfolgen. — Monotone Moppelfolgen. 

1. Wir sagen, die Doppdfdge 


( 1 ) 


«r «r 

a« . ™ 


o. 


(») 


ft 




o, 


w 


oder kürzer: die Dqpp^dlge wo die ajf^ hdidfige reJtte Zahlen vor- 
stellen^ besitze den endliehen Gremswert A für gleid^eeitig und vndbhängig 
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v<meinanäer ins ünendlidie wachsende (i tind v, oder kflrzer: sie besitze 
fBr — *• (X>, V — ► cx) den DoppäUmes Ä, in Zeichen: 

(2) lim a W - Ä, 

wenn eine bestimmte Zahl Ä von der Beschaffenheit existiert, daB bei 
beliebig (klein) Torgeschriebenem e>0 nnd passender Wahl zweier 
nattlrlibher Zahlen n^, ttg die Beziehnng besteht^): 

(2a) 1 0 ^”^ — -4 1 ^ e fOr: v ^ M|. 

Diese Bedit^nng hißt sich ohne Beschriüiknng der A^emeinheit anch 
durch folgende ersetzen: 

(2b) fto: 

Denn die letztere ist einerseits als spezieller Fall in (2a) enthalten, näm- 
lich wenn — n,; ist dagegen »i ^ Mj, so l^t sich (2a) in (2b) fiber- 
fähren, indem man die Heinere der beiden Zahlen durch die größere 
ersetzt und diese mit y» bezeichnet. 

Man erkennt analog, wie im Falle der Ghrenzwertezistenz für eine 
einfache Zahlenfolge^, daß es, wenn äberhaupt, immer nur eme'emnge 
Zahl Ä Ton der obigen Beschaffenheit gibt. 

Wir sagen ferner, der Boppe^lmes der Folge sei -{- oo hzw. 
— c», in Zeichen: 

(3) lim a^^ =■ -f oo bzw. = — oo , 

wenn zu jedem (beliebig großen) A>0 zwei natfirlidie Zahlen n^, 
existieren, derart^ daß: 

(3a) hzw. < — A. för: 

Dabei steht es wiedertiin frei; diese Bedingungen auch dnrck die fol- 
genden zu ersetzen: 

(3b) bzw. < — für: ^j^w. 

1) Eb sei auBdrüoklioli darauf hingeineBen, daß die Bedingung fSi die 

Existenz einea endlidien DoppellimeB keinerlei Forderung in bezug auf diejenigen 
Glieder enth&It, bei denen mindesteuB einer der beiden Sidlenzeiger oder 

e < nji , d. h. in bezug auf die Glieder einer beliebigen enälidm Anzahl von Zeüen 
und Kohnnen. Dieselben brauchen insbesondere nioht einmal numerisch unter 
einer endlichen Schranke zu bleibeu, iras nur für diejenigen Glieder als notwendige 
sich ergibt, bei denen beide Indizes gewisse Zahlen überschreiten. Mau kann hier- 
nach einer Doppelfolge .mit dem Doppellimes A eine beliebige endliehe Anzidil ganz 
willkürlich, z. B. eigentliöh divergenter Zeilen und Kolonnen hinzufügen, ohne daft 
die Existenz jenes Df^pellimes A irgendwelche Änderung erleidet. 

2) S, § 26, Nr. 1 (S. 161). 
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Die durch die Gleichuogen (2) und (3) charakterisierten Möglich- 
keiten &ssen wir (analog wie bei einfachen Zahlenfolgen — s. § 26, 
Nr. 4 am Schlüsse, S. 165) nach Bedarf durch die Aussage zusammen, 
daß lim also der DoppMvmes der Folge im w&ierm Sinne 

existiere. 

2. Analog wie för einfache Zahlenfolgen (s. § 28, Nr. 1, S. 167) gilt 
der folgende Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedmgmg für die 
Existenz eines endlichen lima|*^ lestM m der Konvergenz 

fi, V-^co ^ 

der Doppdfolge Die letztere Tmßt Ttonvergent, wenn sie 

hei jedem s > 0 einer der folgenden in ihrer Tragweite im wesent- 
liehen^) gleichwertigen Bedingungen genügt*): 


(I) 

i«r- 


für: 

s 

All 


(H) 1 

j<'’ 


für: 

r 1 

p = 0, 1, 2, 
tf = 0, 1, 2, 

(HI) 1 


1 

IIA 

f» 

für: 

All All 

ä. » 

p = 0,l,2, 
tf = 0,l,2. 


Beweis. Da die Bedingung (II) durch Spezialisierung aus (lU) her- 
▼orgeht (nämlich, indem man ft—v setzt) und eine weitere Spezialisie- 
rung die Bedingung (ü) in (I) öberfShrt (indem man zunacht v>n setzt 
und sodann [i, v statt n + ^ schreibt), so genügt es offenbar nach- 

znweisen, daß die formal die stärkste Forderung enthaltmide Bedingung (III) 
eine notwmdige, die am wenigsten verlangende Bedingung (I) schon eine 
Tmreü^iende für die Existenz eines endlichen Doppäiimes ist. 

Angenommen, es sei in der Tat lim mne bestimmte Zahl Ä, so 

ft,V^90 ^ 

läßt sich zu beliebigem s > 0 nach Ungl. (2a) n^, n, so fixieren, daß: 

för: 


1) D. k. abgesehen davon, daß die in allen drei üngleichtmgen mit s bezeich- 
nete Zahl zwar dieselbe bleibt, wenn man die Formeln (!) nnd (D) durch Speziali- 
liemng ans (UI) herleiiet (s. den im Text gegebenen Beweis), dagegen in (£11) durch 
2e za ersetzen ist, wenn man von ÜngL (J) oder (II) zu (El) gelangt. Ygl. im 
tibrigen die anabgen BetracditTixigen, die sich auf die Konvergenz einfach unend- 
licher Zahlenfolgen beziehen: § 22, Nr. 1 (S. 125, 126). 

2) Wie die Form dieser. Bedingongen anmittd.bar zeigt, gilt auch hier eine 
analoge Bemerhang, wie die in Fußnote 1 der vorigen Seite gemachte. 
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und daher auch: 

I i“+f 


-AU± flir: » 


0 , 1 , 2 , 

0 , 1 , 2 , , 


sodafi durch Kombination dieser beiden Ungleichungen unmittelbar 
die Bedingung (III) als eine mtwendige für .die Existenz eines end- 
lichen lim resultiert. 

Wird andererseits das Bestehen der Bedingung (I) TOiausgesetzt, so 
muß zu jedem e > 0 sich zunächst m so fixieren lassen, daß: 

w ft'' 

und man hat daher speziell fBr ft => v: 


(5) I af^ — 0 .^ j ^ "l für: v'^m. 

Diese letzte Ungleichung besagt aber, daß die einfcu^ Zahlenfolge 
homergeid ist, also einen hesHmmtm Gremutert besitzt, etwa: 

(6) lim = J.. 

y->oo 

Infolgedessen läßt sich n ^ m so auswählen, daß: 


(7) 


.(») 




Alsdann ergibt sich aber: 


also: 


^ + (‘>r-«r) + («, 


+ »f-«.“ + «i 


(") 




H 

■»1 


(») 


d. h. schließlich mit Benützung Ton Ungl. (4), (5), fT): 

1 — -4 1 6 für: ^ ^ » 

t I — V ) ~ 

und somit nach Definition (2 b): 

(8) lim of’’^ — Ä (d. h. = lim a , 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. — 




1) Dieselbe besteht offenbar ans den Gliedern der Mauptdi<monäl$ des Doppel- 
folgenschemas (1). 
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Sind kiernach hmvergmte Doppelfolgen identiscli mit denjenigen, für 
die ein endlicher Doppellimes existiert^), so sollen andererseits, wiederum 
entsprechend einer analogen Festsetzung für einfache Folgen (s. S. 164), 
Doppelfolgen mit (positiv oder negativ) unendlichem Doppellimes als 
eigentlich divergent bezeichnet werden. 

3. Eine Doppelfolge heißt monoton und zwar niemals ah- bzw. nie- 
mals smehmendf wenn durchweg (d. h. für ^ ! = 0, 1, 2, • • •, ^ | = 0, 1, 2, • ■ •) = 

v\ a] 

m kW. so. 

Ist eine dieser Bedingungen nur von einer iestimmteii ab, d. b. 

etwa für (dagegen: ^|=-0, 1, 2, •••) erfüllt, so soll die 

Doppelfolge als scMießUch monoton bezeichnet werden. Für solche Doppel- 
folgen gilt der Satz: 

Eine scTüeckOdn oAe/r sMießidt monotone Eoppdßdge 
ist entweder "konvergent oder- eigentlich divergent. Für das 
Eintreten des erstgenannten Feilies ist notwendig und hinreichend, 
daß die | | sekließlich, d, h. etwa für ^ «i, v ^ unter 

einer posiUven ZaM a bleiben. 

Beweis. Es sei die betreffende Doppelfolge zum mindesten für 
fl ^ V ^ ftg monoton und zwar etwa niemals cdmehmend, sodaß ako: 


für: J j =0, 1, 2, ... . 


Sei dann zunächst | | < g etwa in demselben Umfange. Daß eine 

derartige Bedingui^ für Konvergenz notwendig mscheint, steht bereits 
fest (vgl. § 26, S. 164, Fußn. 1). Daß sie audb hinreiehend ist, erkennt man 
fo^endermaßen. Aus der Voraussetzung (9 a) ergibt sich speziell für 
li==v, Q==<s: 


~ ^ ® [ für V ^ w' (wo n' die größere der beiden 

„ , ... Zahlen », bedeutet) 

außerdem bat man: I 

laJ’'M<a ^ ) -0, 1, 2, .... 

\ ^ \ ( er j 


1} Daraus folgt wiederum, daß bei einei konvergenten Doppelfolge die | | 

nur unter einer endlichen Schranke zu bleiben brauchen, sofern beide Indizes fß, v 
gewisse Zahlen überschräteu. 

Pringslieim, Yodesongen 1, 1. 


17 
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Die einfache nud fOr v ^ monotone Zahlenfolge ist also 
hmvergent^ sodaß man setzen kann: 

(10) lim — A. 

Man hat sodann i^r jedes v > 

(U) 

audereneits zn h^ehig kleinem e > 0 hei passender Wahl von w ^ 

(12) al^'^>Ä-e. 

Ist jetzt ^>n,v>n, so fo^ ans der Yoranssetznng (9): 

“» = 11 > 

also mit Berücksichtignng Ton üngL (11) nnd (12): 

nnd, da es fireistehi^ e nnbegrenzt zn Terkleinem, schließlich: 

(13) limaj*^ — J.. 

Blühen die [ | für ^ »i, fäeht nnter einer endlichen 

Schranke, so müssen, wenn die Doppelfolge wieder für v'^n^ 

eine mmals abnehmende ist, für hii^nj^ch große n nnd v nicht nnr 
die |, sondern die selhsi jede noch so große positive Zahl über- 
steigen, sodaß sich ergibt: 

(14) lim = -f oo. 

Für eine schließlich ni&ncds mnehmende Doppelfolge (a^^ findet 
man die analogen Besnltate, indem man von der Bemerkong Gebranch 
macht, daß in diesem Falle die Doppelfolge üne schliefiUch nie- 

mals äbndmende ist Infolgedessen ergibt sich znnSchst: 

(15) lim (— — J.*) bzw. lim (— oo, 

je nachdem die | a^ | schließlioh nnter einer endlichen Schranke bleiben 
oder nmhi^ nnd daher entbrechend: 

(16) lim = — Ä bzw. lim — — oo. 


1) a § SS, Nz. 6 (S. 180). 

S) Dabei kann Ä eine positiTe oder negaÜTe Zahl sein. 
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g 41. Die HaaptlindteB einer Doppelfolge. 

Zusatz. Ist eine beliebige Doppelfolge^ für welche lim 
im weiteren Sinne existiert^ so hat man allemal: lim » lim da 

es ja unter der gemachten Voraussetzung freisteht, speziell zvl 

setzen. Dagegen gestattet umgekehrt die bloße Existenz von lim noch 

v-yoo 

keinen Schluß auf diejenige von lim a^\ Ist dagegen die Doppelfolge 
eine scbliefllich momtone^ so ist, wie eben bewiesen, lima^*'^ stets im 

weiteren Sinne vorhanden und somit mMch oder mmdlk% je nach der 
Beschaffenheit von lim Man kann daher dem oben bewiesenen Satze 

V->00 

über monotone Doppelfolgen anch die folgende Fassung geben: 

Eine gum mmäestm sdiUeßlieh monotone Bcgppdfolge 
ist stäs konvergent oder eigentlich divergent und mvasr das 
eine oder das andere, je nachdem lim endlich oder unend- 
lich ou^dBt. *"*■“ 


§ 41. Bie Hanptlliiiites einer Bopp'elfolge (unterer und o1»erer 
Boppellimes). — rneigentlleli dlrei^nte Boppelfolgen. 


1. Wenn man die ersten m Zeilen nnd die «rsten n Kolonnen der 
Doppelfolge (wo ft — 0, 1, 2, • • •; v — 0, 1, 2, • • •) w^UUlt, so resul- 
tiert die Doppdfolge: 


>W 


,(«) 

*m+l 




K« 

« + f 

+ , 


«r 




welcha wir mit bezeichnen wollen. Bei Festhaltung dieser Schreib- 

weise würde also der ursprünglichen, mit dem GUiede beginnenden 
Dqppelfolge ausführlichere Bezeidmnng znkommen. 

Die Glieder der Doppellulge. ^ j* einfaehe 

Folge ordnen könnte, besitzea nach § 35, Nr. 1 — 8 (S. 209 — 212) »ne 
gewisse untere Qrenge g^ und eine gewisse obere Qrense ih dem 

17* 
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Sinne, daß gl'”\ entweder lestimnite Z<Men vorstellen oder andh. 
die Bedeutung von — oo, diejenige von + oo haben kann.^) 


Werden von der Doppelfolge »oclt weitere Anfangszeilen bzw. 

-kolonnen w^gelassen, mit anderen Worten, geht man von zu 

(wobei eme der Zahlen p, ff auch = 0 sein könnte), so 
IrftTiu die untere Grenze in keinem Falle noch tiefer sinken, also niemals 
abn^men, entsprechend die obere Grenze nienuüs eunehmenf sodaß also 


stets: 

( 1 ) 


_ (» + <y) 


^9, 


(») 


971 +^ = 1H 


'P = 0,1,2,..A 

,ff = 0,l,2,..-r 


sofern man im Falle = — oo bzw. = + oo einer Ungleichung 
von der Form®): 

öiv*<+~ 

die Bedeutung beilegt; g^^^^ ist nickt negativ-unendlich, bzw. 

ist nkkt positiv-unendlich (also nach Lage der Sache g^^^^ bzw. G^^°^ 
eine beämmte ZaM). 

Macht man die Einschränkung, daß dBe unter einer po- 

sitiven Zahl Ä bleiben, so hat man offenbar für jede Wahl von »t 
und n: g^^^ — Ä, also beide endlich. Ist die fragliche Be- 

dingung, wie wir jetet ausdrüMich anfiehmen wollen, zum mindesten für 
v^m' erfüllt, so besteht für g^\ G^^ die entsprechende Folge- 
rung, sobald m '^m',n'^ m. Alsdann sind aber: 


(2) 


Q(n) grC»tl) ...ß»(0 




zwei imbegTenzt fortsetzbare^ aus bestimmten Zahlen bestehende Folgen, 
d.eren erste eine niemals abnehmende, deren zweite eine niemals zundimende 
ist und die somit, da überdies ihre Glieder numerisch unterhalb A bleiben, 
Jconvergierm, Man kann daher setzen: 


( 3 ) 


lim gY ^l) lim G^ = L , 
»'->•00 


1) Die mtere und obere Grenze einer Zahlenfolge, d. h. einer geordneten ah- 
zahlbarm Zahlenmenge sind, wie aus der Definitioir dieser Begriffe hervorgeht, 
offenbar von der Anordmmg der betreffenden Zahlen, mabhängig und kommen also 
schließlich der betreffenden abzahlbaren Zahlenmenge als solcher zu. 

2) Vgl. § 86, üngl. iiO) (S. 220). 
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wo l, L bestimmte Zählen rorsteUen und, wegen ^ stets: 

(4) l£L 

ist. Wir bezeiclineu diese beiden (unter ümsinnden in eine einzige zu- 
sammenfaEenden) Zahlen als die beiden Haupümites der JDoppdfi^e 
insbesondere l als den mteren, L als den (Aeren DoppeUimes 
(sc. far /t — > 00 , V ao) und bedienen uns der Schreibweise: 

lim = l, 

U f 

/<,V->00 ^ 

iim = L. 

Da übrigens nach Ungl. (1) auch die beiden Dcppelfolgen 
monoton sind, so hat man nach dem Satze von hfr. 3 des vorigen Para- 
graphen (Gl. (10) und (13), S. 258): 

(6) limo« = limpW, Umfff = limGj'\ 

^ 1»->-flO jit,v->eo ' v->oo 

und man könnte daher l bzw. L auch definieren als den Boppälimes der 
Doppelfolge bzw. ((3-j’'^). 

2. Wir zeigen, daß die soeben eingeführten einer 

folge zu deren Gliedern (von welchen vorausgesetzt wurde, daß sie 
zum mindesten für v^m' numerisch unter einer endüchen posi- 

tiven Zahl bleiben) in analogen Beziehungen stehen, wie die SaupfHmites 
einer einfachen ZaUenfolge zu den GEedem dieser letzteren (s. § 36, S.213), 
nämlich: 

1) Jedem beliebig Mein vorgeschriebenen e > 0 läßt sich eine 
naWtrliche Zahl m so euordnen, daß durchweg: 

(7) l — s< < i -1- «, wenn: ^ i ^ w, 

f y J 



mit anderm Worten, oMe Glieder der Doppdfdge 
derjenigen, wdehe nach Weglassung der ersten m Zeüen und 
m Kolonnen der Folge (a^*^)o übrig bleibt, liegen innerhcdb des 
ZäUminterväds (l — s, L + s). 

2) Zu jedem beliebig Meinen e > 0 und beliäng großen n 

emüeren (unmdlkh vide) ZiMenpaare ^ 1 ^ bew. ^ ^ 
sodaß: ^ ^ ’ 

r* V ‘ , 

Insbesondere addieren daher zu jeder beständig abnehmenden Folge 


( 8 ) 
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positiver ZcMvn mit dem Grenewerte 0 monoton ins Unendliche 
wachsende Folgen mHirlieher ZcMen md n^, hsw. r, md s^, 
derart, daß: 

(ff) l — <C a^'^ < ? + ßj. j F — s, ■< < Xr + 6, (v “ 0, 1, 2, • • •). 

Beveis zu 1). Auf Ghmnd der fdr ü und L geltenden Definitions- 
^eictiiuiigen (3) muß sich zu jedem s > 0 ein m so fixieren lassen, daß: 

(10) l-s<g^^<l + s, L-s<G^'><L + s. 

Andererseits hat man infolge der Bedeutung Ton g^^ hzw. G^^ als untere 
hzw. obere Grenze der Doppelfolge {o'^)Z' 

(11) 

Somit ergibt sich, wie in (7) behauptet: 

l~s<ajf^<L + s für: ^ | ^ . 

I“ V 

Beweis zu 2). Zu jedem s > 0 Bißt sich wiederum auf Grund der 
Befinitionsj^chung (3) ein W so fixieren, daß f9r jedes i» ^ : 

(12) I— + + 

Andererseits muß es infolge der Bedeutni^ Ton g^^ bzw> G^\ wie groß 
auch n angenommen werden mdge, mindestens ei» Glied bzw. a^"\ 

wo: ^ I ^ n, M ^ n, geben, derart, daß: 


also: 

( 13 ) 




T<«r^e 


Durch Süombination der Ungleichungen (12), (13) ergibt sich daher: 

(14) l — s<aj^<l + s, L — s<a^’^<L + 6 

für mindestens ein Wertepaar ^ | ^ n, bzw. ^ j-^n, wie groß auch » an- 
genommen werden möge*), also genau im Sinne der Behauptung (8). 

1) ln Walirheit gibt es dann tmendliclL Tiele ^Iche Werfcepaaze v) bzw. 
(q, ff), da es ja andexnfaUs ein JeMes geben müßte, sodaß eg nicht mehr freiatünde, 
n noch weiter zn vergrößem. 
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Bedeutet jetzt (ej eine monotone Folge positiver ZaUen mit dem 
Oreuzirerte lim e, =» 0, so sei znnäohst irgendein be^immtes, auf 

*->o# ““ 

Grund der ersten üngleicliung (14) sicher vorhandenes Glied der Doppel- 
folgO; welches der Bedingung genügt: 


{ Wi 

^ angenommen, so ergibt sich 
wiederum aus der ersten Ungleichung (14) die Existenz eines Wertepaares 

»* i ) ^ , »»1 > »»« 

r ^i>o> von der Beschaffenheit, daß: 

J »1 > «o> 

Daraus folgt in analoger Weise: 

l — t,<a^<l wo: I ^ 

und bei Fortsetzung dieses Schlufiverfahrens allgemein: 


Ganz analog ergibt sich dann aus der zweiten der Ungleichungen (14): 


i — + wo: v^O und: für v — 1,2,3, •••. 

Damit ist dann auch die Behauptung (9) vollständig bewiesen. 

3. Wir lassen jetzt die BeschrSnkung fidlen, daß die fOr 

^ 1 ^ m' unter einer endlichen Schranke bleiben sollen. Dabei werde zn- 

V I 

nächst angenommen, daß zu jedem beliebig großen Ä>0 Glieder > Ä 

vorhanden sind, bei dmen 1 ^ tne groß auch n angenommen werden 

möge. Aladann ist offenbar + oo die dbare Grenze der und zwar 
auch nach Weglassung beliebig vieler Zeilen und Eoloimen, sodaß also 
an die Stelle dm: in (2) mit 

,^(«) (•+«.. . (jW 

n ' H+.l* ■ ' » 

bezeichnetexL Folge eine isolchel aus lauter Symbolen + oo tritt und somit 
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ancli der a. a. 0. mit L bezeiclinete Limes dieser Folge dnrcli + oo za 
ersetzen isi^ d. h. man hat in diesem Falle: 

(15) lim a ^ = lim = + oo. 

EntMlt dann die Doppelfolge fttr ^ ^ » nw solche a^*\ die c^erJiäß> 

einer gewissen (negativen) Zahl bleiben, außerdem, wie groß auch n an- 
genommen werden möge, stets auch solche aj^\ die numerisch unter einer 
gewissen endlichen Schranke bleiben, so erleidet das in Nr. 1 dieses Para- 
graphen bezüglich der unterm Gbrenzen und des umteren Doppellimes 
gesagte offenbar keine Änderung, und es ei^bt sich demnach, wie früher: 

lim a lim •= l (d. h. endlvX). 

Im übrigen treten in dem vorliegenden Falle an die Stelle der in Nr. 2 
gemachten Aussagen die folgenden: 

Ist: 

lim = Z, Hm — -1- oo , 

so lesitem die Glieder der Doppelfdlge die folgendm Eigen- 
s<diaftm: 

1) Jedem s > 0 läßt siGi ein m so euordnen, daß durchweg: 

(7a) Z — « < < -f- 00 , wem: ^ ^ 

f* V I 

2) Z« jeikm heUMg Memen « > 0, hdiebig großen A > 0 
und Mieidg großen n existierm (imenälich viele) ZäMmpaare 

^ 1 ^ » hew. ^ 1 ^ sodaß: 
v] <f) 

(8a) Z — e < < Z -h «, > A. 

In^esondere exisHerm zu jeder posUiom monoton gegm 0 Jcon- 
vergUrenäm Folge (s,) und' zu jeder monoton nach -|- oo divergie- 
rendm Felge (Ä)) monoton ins Unendliche wachsende Folgm 
natürlicher Zahim m^, »„ Izw. s,, derart daß: 

(9a) !-•,<«”<! + •„ <>«>.1. (.-0,1,2, 

Die vorstehenden Anssagen, soweit sie sich auf den unterm Doppel- 
Hmes Z beziehen, bedürfen keiner näheren Begründung mehr. Das gleiche 
gilt von dem zweiten, auf das Auftreten von -|- oo als oZieren Doppel- 
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limee bezüglichexi Teil von TJngl. (7 a), da dieser ja lediglich etwas in 
jedem Falle selbstverständliches aussagt. Im übrigen bemerke man, daß 
die Yoraussetzung lim — + oo, d. h. lim = + oo die Beziehung 

=» + 00 für jed/BS endliche v involviert, da ja in jedem Falle die 
Folge der G^*^ (v = 0, 1, 2, • • •) eine niemals eunehmende ist. Hieraus 
resultiert aber ohne weiteres die Bichtigkeit der in der zweiten Unglei- 
chung (8 a) enthaltenen Aussage. Der Übergang von Ungleichung (8 s) 
zu der entsprechenden in (9 a) kann dann (abgesehen von der als selbst- 
verslSndlich sich ergebenden Abänderung) in ganz analoger Weise voU- 
zogen werden, wie derjenige von Ungleichung (8) zu Ungleidiung (9). 

Auch bietet es nicht die geringste Sdiwieiigkeit, das obige Resultat * 
in entsprediend modifizierter Form auf die Fälle: 

(16) = — oo, lim = L (d. h. en^idi) 

und: 

(17) lim a ^ — oo , lim a ^ = + oo 

fi fV->oa ^ ^ 

zu übertragen. 

4. Es bleibt noch die Mo^chkeit in Betracht zu ziehen, dafi der 
untere und obere Doppellimes zusammenfallen. Ist zunächst: 

(18) ~ ^ (Ah. endlüdi), 

so geht die Beziehung (7) (S. 261) in die folgende über: 

Ä — e<aj‘''^<Ä + s, d. h. ia^— A|<£, für: 

^ I f* . V ] 

welche im wesentliohen mit der Ungleichung (2 b) des vorigen Para- 
graphen (S. 254) übereinstimmt und aassagt, daß A der Bopp^mes der 
Folge und daß diese letztere daher Teonvergent ist. Man hat also in 
diesem Falle — mit Benützung einer früher^) eingeführten Schreibweise: 

(19) lim — lim 

Umgekehrt müssen offenbar unterer und oberer Doppellimes zusam- 
menfallen, wenn die Doppelfolge konvergieren soll, da in diesem 
Falle die Existenz stceier Bezidrungen von der Form (8) mit vereelm- 
denm l und L (S. 261) ausgeschlossen ist. 

1) S. § S6, Xr. 8 (8. 218, Gl. (27), (28)). 
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Es kann aber ancb der Fall einbreten: 

(20) Im « ^ *• + oo , 

Denn, frenn anch gj’’^ f&r jedes einzelne v einen bestimmten Wert besitzt 
(abgesehen von dem Falle gj-*^ = — oo, etwa für v = 0, 1, • • •, »)^), so kann 
doch die »temols abnehmende Folge der nach -f oo dirergieren. Das^: 

(21) Im ^ Im aj”’ (w^en: g^*^ ^ 6^”^) , 

^ jlÄ,V->00 ^ ' 


so folgt, daß in diesem Falle anch: 

(22) lim «= + oo 

sein mnß. Da im fibrigen die Beziehung (20) (d. L lim gj'*^ — + oo) 

y->oQ 

offenbar erfordert, daß alle für hinlänglich große fi, v jede noch so 
große positive Zahl übersteigen, so hat man auch: 

(23) limaj’^=- + (x, 


sodaß also wiederum die Beziehung (19) in dem Sime besteht, daß alle 
darin auftretenden Limites die Bedeutung von + oo haben (wenn auch 
nicht mehr im Sime einer wirklichen Gleichheit, wie sie ja nur zwischen 
endUdten Zahlen bestehen kann). Die Doppelfolge dwergiert dam 
eigem^ich, nämlich nach + oo. 

Das entsprechende ergibt sich sodam im Falle lim = — oo, 

/Uy^-Voe ^ 


welcher stets die Beziehmgen lim 


— oo md lim — — oo nach 


/<>«'-»•« 




sich zieht. 

Die Tconoergenten und eigendieh divergenten DoppeUölgen sind somit 
charakterisiert durch das ZurnntnenfoMen der beiden Ebiuptlimites,' also 
durch die Beziehung; 

(24) 


hm ' 


- lim 


Demgegenüber soUen alle Doppelfolgen {ajfj , bei denen die beiden Haupt- 
limites verschieden ausfallen, in welchem Falle dam stets 
(26) 

sein muß^ als meigenÜuA divergente bezeichnet werden.^) 


1) Es könnts sogar — oo sein fOriedes v. DieseMöglichkeit scheidet jedooh 

in dem vorliegenden Ztuammenliazige ans, da ja in diesem Falle: — oo. 

2) Ygl. die Analogie mit den einfach xinendlichen Zahlenfolgen § 36, Nr. 4 
am ScUnsse (S. 220). 
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5. Um den vorstehenden Ergebnissen noch eine andere, besonders 
anschauliche Form zu geben, wollen wir die folgende Ausdrucksweise 
einfaliren. Wir bezeichnen eine ans der Doppelfolge Ji&rausgehdbene 
einfache Folge 

(v-0,1,2,...) 

als wesenüv^) Teüfolge, wenn die Indizes beide mit v ins ünend- 
liche wachsen, nnd speziell als reguläre Teilfolgen, wenn dieselben moncion 
zunebmen.^ Alsdann ergibt sieb: 

Ist lim o — l, lim ^ L, so exktieiren konvergente regu- 

läre Teilfolgen mit den Grenzwerten l und L (s. die Unglei- 
chungen (9), S. 262), und es gibt keine reguläre Teilfolge^ wkcfie 
einen Tdeineren Grenzwert als l oder einen größeren als L hat 
(s. Ungleichung (7)). 


1) „Wesmüidif^, weil auf Grund der Ergebnisse dieses und des vorigen Para- 
graphen (vgl. insbesondere S. 264, Fußn. 1) nur die so bezeichnete Art von Teil- 
folgen für den Eonvergenzcharakter der DoppdM^e wesentlich erscheint. 

2) Das einfaebste Beispiel einer regulären Teilfolge, nämlich liefert 

die Hauptdiagonale der Doppelfolge (s. das Schema (2), S. 248). Andere einfache 


Beispiele sind: (a«,), («<”+'>). (aj;”)), (aiVi,). 

Man kann den Verlauf beliebiger Teilfolgen innerhalb des obigen Doppelreiben- 


schemas sehr übersichtlich geometrisch charakterisieren, wenn man die ajf^ als Be- 
zeichnungen der einzelnen Punkte eines ganz nach Art des Schemas (2) angeord- 
neten guadratiseken Punktgüters ansiehi D. h. man denke sich von einem be- 
liebigen Punkte aus zunächst horizontsd nach rechts und vertikal nach unten je 
eine unbegrenzte Gerade und zu diesen beiden weiter nach unten bzw. 

nach rechts unbegrenzt viele äquidistante Parallelen gezogen. Demjenigen „GitUr- 
punkW% in welchem sich die Parallele zur horizontalen und die ^ zur verti- 
kalen Achse schneiden, entspricht dann die Bezeichnung 
«peziell a^^ dem Anfangspunkte, a^^ bzw. den Gitterpunkten auf der hori- 
zontalen bzw. vertikalen Achse. Verbindet man sodann die irgendeiner Teilfolge 
entsprechenden Gitterpunkte durch eine möglichst einfach und zweckmäßig aus- 
gewählte Linie, so kann diese als gtomeirisehes Gharedetmstikum der betreffenden 
Teilfolge gelten. Bfiemach könnte man dann die Folgen al» z«uc 

Hauptdiagonale parcdlde bezeichnen, da die ihren Gliedern zugeordneten Gitter- 
pnnkte offenbar auf einer durch den Punkt bzw. gehenden Parallele zur 
Hauptdiagonale liegen; analog die Folgen zugeordnete 

Gittezpunkte auf einer durch die Punkte und bzw. a^i^ und be- 
stimmten Geraden liegen, als geradUnigef die Folgen feV) als para- 

bolische usf. 
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Id lim = 1, lim a + oo, so existieren reguläre Teü- 

folgen mit den Grenzwerten l und + oo (Ungleichung (9 a), S, 264), 
und "keine solche mit einem Grenzwerte kleiner als l (s. Unglei- 
chung (7 a)). 

Analoges ergibt sieh, falls Um = — oo, lim o = L bzw. -1- pp. 

Ferner folgt für den Fall lim = Um (endlich oder unendUch): 

Ist die Jjoppelfolge konvergent oder eigentlich divergent^ 
so gilt das entsprechende von jeder wesentlichen, insbesemdere 
von jeder regulären Teüfdge (s. § 40, Ungleichung (2 b), (3 b)). 

Es gilt aber auch umgehehrt folgendes: 

Eine Boj^fdge ist konvergent "bzw. eigentlich diver- 
gent, wenn jede reguläre Teüfolge die entiprediende Eigenschaft 
besitzt. 


Wenn nämlich die regulären Teilfolgen konvergieren, so bann 
nach dem unmittelbar vorangehenden Satze die Doppelfolge keinesfaUs 
eigenüidi divergieren. Sie kann aber auch nicht uneigenÜidi divergieren, 
also nicht zwei verschiedene Eaupümites besitzen. Denn wäre dies der 
Fall, so höimte man nach den zuvor ausgesprodienen Sätzen aus der 
Doppelfolge zwei reguläre Teilfolgen herausheben, sodaß jede derselben 
einen anderen der beiden verschiedenen HauptUmites zum Grenzwert hai 
Aus diesen beiden ließe sich dann aber durch Yereinigung passend ans- 
gewählter GUeder eine wiederum reguläre Teilfolge mit jenen beiden ver- 
schiedenen HauptUmites, also eine uneigenilich divergente bilden, was der 
Yoraussetzung widerspricht. Die Doppelfolge muß daher tatsächlich 
komergieren. 

ln ganz analoger Weise erkennt man die eigendiche Divergenz der 
Doppelfolge, fiiUs alle regulären Teüfolgen eigenUu^ divergieren. 

Als Zusatz zu dem zuletzt ausgesprochenen Satze ergibt sich un- 
mittelbar nodh folgendes: 

"Wem (Ale regvAären Teüfolgen dner Doppäfolge konvergieren, 
so besitzen sie durchweg densdben Grenzwert 

Wenn eine regulcate Teüfdge verschiedene HauptUmites oder 
zwei regtdäre Teüfolgen versdaedene lAmites besitzen, so ist die 
Dcippelfdge uneigentUdt divergent. 
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§ 43. Die einfodien und iterierten Zeilen* und Eolonnenlimites. — 
Gleichmäßige Eonvei^enz; Dirergenz, 
Beschränktheit und Unheschränktheit der Zeilen nnd Kolonnen. 


1. Im Gegensatz zu den wesentli<Sim, insbesondere den regulären 
Teilfo^en einer Doppelfolge, deren jede einzelne für den Konrergenz- 
cbarakter^) der Doppelfolge in gewissem Umfange als maßgebend erkannt 
wurde, ist das Verhalten solcher Teilfolgen, bei welchen der eine Index 
unter einer endlichen Schranke bleibt und nur der andere ins Unendliche 
wächst, deren Glieder also nur einer endUehen Anzahl tou Zeilen oder 
Kolonnen angehSren, in dieser Hinsicht ohne jeden bestimmenden Ein- 
fluß, da ja das gleiche sogar von der Gesamtheit der einer endlvAen An* 
zahl Ton Zeilen oder Kolmnen angehörenden Glieder gilt (vgL S. 354, 
Fußn. 1). Dagegen liegt doch klar auf der Hand, daß die unhegrenete 
Folge der Zeilen bzw. der Kolonnen, aus denen die Doppelfolge besteht^ 
mit jenen Eigenschaften, die wir als den Eonrergenzcharakter der Doppel- 
folge bezeichnet haben, in einem gewissen Zusammenhänge stehen muß. 
Bei der Feststellung dieses Zusammenhanges genügt es offenbar, eine 
dieser beiden Kategorien von Teilfolgen, etwa die Zeilen ins Auge zu 
fassen, da alle auf diese letzteren sich beziehenden Ergebnisse mi/äcdds 
mutandis unmittelbar auch auf die Kolonnen übertragen werden können. 

Die Glieder einer beliebigen Zeile der Doppelfolge , also: 


“^0 “l fl 


(wo V eine beliebig ausgewählte der Zahlen 0, 1, 3, > ■ • bedeutet) besitzen 
einen mteren und einen oberen Limes (die erentuell auch zusammen&llen 
können), etwa: 


( 1 ) 


Hm s» 

bzw. 

= — 00 

jU->OP ^ 




bzw. 

— -1- oo 





wo und sM bestimmte Zdilen TorsteUen. Falls jene beiden Limites 
zusammen&llen, also Um zum mindesten im weiteren Sinne existiert und 

die durch den Index v charakterisierte Zeile der (ft “0,1,3, •••) 


1} Darunter rezstehen wir die etwaige Existenz eines Dopjpellimes 1>zw. das 
Auftreten versätiedmer JSauptlimites einschliefilicb deijenigen Unteudheidungen, die 
wiederum, noch ans der Endlidhkeit bzw. Unendlichkeit der betareffenden Lünites 
resultieren. 
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demnacli eine Tconvergente oder eigentlich divergente Folge bildet^ so tritt 
an die Stelle dieser beiden Beziehungen eine einzige von der Form: 

(2) lim hzw. =« -j- oo oder — oo 

(wo also aW den gemeinsamen Wert von und vorstellt). 

Bildet man sodann die beiden (eventuell auch in eine einzige zu- 


( 3 ) 


lim 


, lim a 

if } - Ttr. } 


s hm a 




lim a lim a'^\ • • lim a 


( 1 ) 


,w. 


^•>09 *“ /<>>ao 

welche durdiw^ oder wenigstens von einer bestimmten Stelle ab ans 
endikiien Zahlen bestehen können, aber auch unendlich oft oder sogar 
beendig die Zeichen + oo oder — oo enthalten kSimen, so kommt in 
jedem Falle (vgl. insbesondere § 41, Nr. 3, S. 264) jeder dieser beiden 
Folgen ein gewisser unterer und oberer Limes zu, in Zeichen^): 


lim lim a^\ 

y->oo ^ 


Hm lim a. 


W 


(4) lim Hm Hm bzw. 

v^ao fi->co ^ ir-^oe /i->ao ^ i'->eo /i-^eo y<>oa ßi-^eo 

Die beiden äußaren dieser vier (erentneU auch teilweise oder sämt- 
Hdh znsammen&Uenden Limites) woUen wir als den üeriexim vr^en und 
den Uerierten oberen ZeUenUmes bezeichnen. Durch wiederholte Anwen- 
dung der bekannten Beziehung (s. § 36, Nr. 2, S. 217, 61. (22)): 


ergibt sich sodann: 


lim c. ^ lim 
»->00 »->06 


(5) 


lim Hm o ^ Hm Hm a^’’^ ^ lim Hm 

^ r-*-» ^ r-* — ^ 


»->00 ^->00 


»->00 /<->ee 


Hm lim ^ Im lim ^ Hm Hm . *) 


»->06 /<->oe 


fl 


»->00 iC->00 


»->00 /<->00 


1) Man achieibi zuweilen, um die Trennung und Eeihenfolge der vorzunehmen- 
den Grenzwertbildungen noch etwas deutlicher zum Ausdruck zu bringen: 

lim (]fe Em ( lim aj^^) usf., 

»->00 /A->oe ^ »->00 /<->ao ^ 

doch durfte wohl auch bei Weglassung der betreffenden Elammezn die Möglich- 
keit eines MißveiBtändnissea ausgeschlossen erscheinen. Immerhin wräden wir uns 
besonderer Deutlichkeit zuliebe gelegentlich dieser Schreibweise bedienen und den 
in Klanifnem befindlichen Lünes als den inneren bezeichnen. 

2) Dagegen kann: 

lim IrngL®!’'^ $ 1™ 

»-> 00 /C .>00 ^ ^y^ 00^.>00 ^ 

ausfidlen. Setzt man z. B.; 


so folgt: 
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Sind jene beiden mßeren Limites einander gleuSi, so müssen auch 
die beiden müü&rm mit ihnen jmammenfcMen. In diesem Falle existiert 
also im weiteren 8ime (d. h. als bestimmte Zahl oder als oo mit be- 
stimmtem Yorzeiohen) der Grenzwert: 

lim lim a . 

v*>00 ^ 

der dann als üerierter Zeilenlmes schlechthin bezeichnet werden mSge.^) 


Ijm «W = (_!)<• 


also: 


und daher: 


/u-y« 

im '■ 


lim lim a i 
Hm lim > 




(V) 


lim lim < lim lim o y 
Yertaiuclit man dagegen in dem obigen Beispiele und setzt also: 


80 folgt: 


und sodann: 


d. b.: 


lim ' 

Sm > 

/4->oa ^ 


-1 + 2(1 -i-(-ir) 
1 + 2(1 + (-!)*) 


lim Hm : 
Hm fiSa 

r-^OB ^ 


1, 


lia • 

i»->oo/i->oP ^ v^coft-^to ^ 


1) Jeder Grenzwert einer konyergenten Folge allgemeiner reeller, insbesondere 
irrationäler Zahlen (vgl. $ 28, Nr. 2, S. 169) kann als ein solcher üerierter Zeilen- 
Imea aufgefaßt werden. Wird nämHoh definiert durch die konvergente Zahlen- 
folge 1, 2, • • Ol auch: — lim und daher: 

^ ^ ^->08 ^ 


B lim lim . 

!»->•« /U ->-00 ^ 


Hm = 

♦->•00 

Ein einfaches Beispiel fOr die Existenz des üerierten Zeüenlimea bei gleich- 
zeitiger Nichtexistenz etnseZnen Zeümlimes Hefert die Doppelfolge: 


Man hat in diesem Falle: 


- (■ 


und sodann: 


mm 


Sr-1 


tim I 


V+ /U-^iO *“ 

lim lim a ^ i 


^ + (-iA 

v+l / 


1 (v«0,l,2,...) 
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2. Wir zeigen zonSclist, daB man den ilmertm wnieTe» l>zw. öb&rm 
2!eüenlmes stets dnreli einfaehe Limites (also mei nacheinander anszufdh- 
rende Glrenzübei^ange durch einen emsigen) ersetzen kann. Es gilt näm- 
lich der Satz: 

Aus der B<^pdfdge lassen s»cä stets regvdäre Teil- 
folgen {f’rf) ^ l^&romheben, daß: 

(6) lim a^ = Im lim ajf\ lim o ^ — lim lim a^''\ 

Beim Beweise haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
die betreffenden Limites endlich oder mmäli^ ausfallen. 

Fall I. Es sei zunächst: 

(7) Um Im ö ^ == a (wo o eine bestimmte Zahl). 

I^-^OO /£->00 ^ 

Diese Yoraussetznng schUeßt zunächst keineswegs aus, daß in der Folge: 

(8) Ü53.®5^> "•» 

das Zeichen — oo in endlicher Anzahl, das Zeichen -|- oo sogar mendlicJt 
oft vorkommt: nichtsdestoweniger muß sich auf Grund der Definition 
des mtere» Limes einer einfisichen Folge (s. § S6, Gl. (20), S. 217) aus der 
Folge (8) eine Folge endlidter Zahlen, etwa: 

(9) Im a W _ a ^ ^ , lim , 

M-*-» /»-»■» ft-^u 

mit dem Qremwerte a herausheben lassen, sodaß also: 

(10) limaW = a, 

also infolge der Voraussetzung (7): 

(11) Um = Um Um a 

r->-ioo ^ 

Da andererseits nach (9) den unteren Limes der Folge {a^*^) 
(för: fi™0, 1, 2, •• •) TorsteUt, so muß es zu jedem c > 0 und zu jedem 
ein z eln e n unter den Zahlen a^ itnen^U^ viäe geben, sodaß: 

Wird jetzt eine Folge positiv abnehmender Zahlen e, mit dem Ghrenz- 
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werte lim » 0 angenommen^ so existiert also eine ersie natürliche 

r->oo 

Zahl ntQ, derart^ daß: 

sodann eine ersfe Zahl > «tg, sodaß: 

So foi-tfahrend erliält man eine Folge wachsend Zahlen m, (v = 0,1,2,-- •) 
und mit diesen eine regtüäre Teüfdge der Doppelfolge , Ton 

der Beschaffenheit, daß: 

( 12 ) - e, ^ a,f;) ^ + «, C*; - 0 , 1, 2 , ■ • •), 

und man findet daher, da lim nach Gl. (10) eine bestimmte Zahl 

»->06 

vorstellig mit Berücksichtigung von Gl. (11): 

(13) lim lim =-= lim . 

»->00 ^ »->00 

ln analoger Weise ergibt sich eine Beziehung von der Form: 

(14) lim lim == lim , 

zunächst wieder unter der Voraussetzung; daß dieser iteriei-te Limes end- 

Uch ausiällt — und zwar am einfachsten, wenn man davon ausgeht, daß 

(— lim lim den entsprechenden unterm Limes fär die Doppelfolge 
' »->00 /«->00 ^ ' 

vorstellt.^) 

Fall II. Es sei jetzt: 

(15) Im lim — oo . 

»->00 jU ->00 ^ 

Auf Grund dieser Yoraussetzung muß sich nach Annahme einer Folge 

positiv wachsender Ztdilen mit dem Grenzwert lim A,, — + <3° aus der 

»->00 

1) In dem besonderen Falle, daß alle Zeilen konvergieren und ihre Qrenz- 
weite wieder eine konvergente Folge liefern, ergibt sich also eine Beziehung von 
der Form: 

lim lim a ^ «« lim , 

»-> 00 /*->« ^ »->06 ' 

d. h. man kann einen solchen iteriertm Zeüenlimea durch den einfachen Limes einer 
regulären Teilfolge ersetzen. Eine Anwendung dieses Prinzips 'findet sich schon in 
( 28, Nr. 2 (S. 169, Gl. (9)}. 

Pringiheim, Yoxlefiingeii 1, 1. 


18 
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Folge (8) eine nnbegrenzte Folge von Gliedern*) so heraus- 

heben lassen, daß: 

(16) (»»-0,1,2,...). 
ft-^00 ' 

Aus der Bedeutung von lim a folgt dann weiter, daß unter den 

Zahlen zu jedem einzelnen v mendlick viäe vorhanden sein müssen, 
sodaß: 

(17) (»' = 0,1,2,...). 

Man Trann daher gann analog wie im Falle I zu ng, »»,, »j, ■ . . eine steigende 
Fol^e natürlicher Zahlen %, ■ * * so auswählen, daß: 

(10) (wo also: »,>»»,_i), 

und somit: 

(19) Ito «« CO, 

♦ ->-00 ^ 

i h. wieder, wie behauptet: 

lim lim a ^ — lim . 

Entsprechend ergibt sich: 

(21) lim lim = lim falls; Um lim — -1- os>. 

Sollte schließlich eine der Voraussetzungen bestehen: 

(22) Im — -I- 00 bzw. Um lim — — oo, 

so folgt aus Gl. (5), daß auch: 

(23) lim lim — -l- oo bzw. lim Im o — — oo, 

r-Voo ^ y->co ju->>eo ^ 

sodaß die Gültigkeit der in Frage stehenden Beziehmgen aus den zuvor 
abgeleiteten (21) bzw. (20) unmittelbar hervorgeht 

3. Es erscheint für den weiteren Fortgang dieser Untersuchungen 
erforderlich, in bezug auf die sukzessive Annäherung der Zahlen an 
die betreffenden Zeilenlimites lim gewisse Unterscheidungen zu treffen 

und diese durch geeignete Bezeichnungen zu charakterisieren. 

1) Die Grlieder dieser Folge können durchweg enäUeh oder auch 

/c->00 ^ 

teilweise bzw. sämtlich s= — cx> sein. 
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Wir fassen zunächst den einfachsten Fall ins Auge, daB jede Zeile 
zum mindesten für v ^ Teomergiert. Ist dann etwa: 

(24) lim •••), 

so besagt diese Yoraussetzung lediglich folgendes: Für jedes emseine 
existiert erstens eine bestimmte Zahl imd gweitens zu jedem (beliebig 
kleinen) s > 0 eine Meinsle Zahl »}„, sodaB: 

(25) wenn: (v==»,«-l-l,»-f-2, •••). 

Dabei werden die Zahlen außer mit e im allgemeinen auch mit v 
Temnderlich sein, und es erscheint insbesondere nicht ausgeschlossen, 
daß sie, sobald s einen gewissen Kleinheitsgrad erreicht bat, zum Teil 
oder sämtlich zu^eich mit v vb&r aXU Qrengen wachsen. Das letztere 
kann auch bezüglidi der i | der Fall sein. Wenn einer dieser beiden 
Falle eintritt oder auch beide zugleich, so sagen wir, die Zalen seien 
ungleichmäßig TamvergenL 

Wenn d^egen bei jeder Wahl von e für die Zahlen ein he- 
stimmies endliches Mcaeimtm m Torhanden ist imd die ; { unter einer 

endlichen Schranke A bleiben, so läßt sich die Bedingung (25) durch die 
folgende ersetzen: 

(26) ; I ^ e> wenn: (v = w, «-h 1, n-f- 2, • • •), 

wobei jetzt m eine nur noch von s abhängende, für alle v'^n mveränder- 
liche Zahl bedeutet und j , < A bleibt. In diesem Falle sollen die 
Zeilen als gleichmäßig komergenk für v ^ » bezeichnet werden. 

Analoge Unterscheidungen treffen wir für den Fall, daß alle Zeilen 
zum mindesten für v ^ « eigendieh divergent sind, daß also: 

(27) lim a ^ — -f oo bzw. — — oo (v — «,«-f-l,« + 2, ■••). 
/ 4->00 ^ 

Dies besagt, daß zu jedem (noch so großen) J. > 0 für jedes emedne v 
eine kleinste Zahl m, ezistimd^ sodaß: 

(28) > A bzw. < — AL, wenn: (v — «,»+ 1, «-f-2, •••). 

Haben alsdann bei jeder Wahl von A die m, ein lestmmtes euMches 
Maximum m, sodaß also die Bedingung (28) durch die folgende ersetzt 
werden kann: 

(29) > A bzw. < — A, wenn; (v — »,«-Fl,» + 2, •••), 

so sollen die Zeilen gletchmäßig divergent für heißen; ungleichmäß^ 
divergent dagegoa, woin bd irgendeiner Wahl von A ein solches Mazi- 

18* 
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mum witM Torhandea ist, sodaB also die gleichzeitig mit v zum Teil 
oder sämtlidi ins Unendliche wadisen. 

Beispiele. 1) Die Zeilen der Folge sind glddimäßig kon- 

vergent. Mau hat nämlich: 




' — -f-— , limo^’'^*“— , 


also: 






-lim a 


(y) . 


£ 


Wird also s > 0 beliebig klein vorgeschrieben, darauf m so fixiert, 
daß ^ ^ so folgt: 

! — lim — und v = 1, 2, 3, ■ • • . 

2) Die Zeilen der Folge (ft *f v)J sind gleielmäßig divergent Denn 
man hat: 


= fl + V, 


lim = + oo, 

/ W ->00 ^ 


^ fl för V = 0, 1, 2, • • • . 


Wird also A>0 beliebig groß vorgesehrieben., sodann m>A an- 
genommen, so hat man: 


Ä für und v =» 0, 1, 2, 


3) Die Zeilen der Folge sind 

geni. Ans: 

q(>0, UmO« = l 

folgt lumlich: 


ifl konver- 




Ml 


(fl—*)* 


l + (fl — *)* l-l-(fl— *)* 


Versteht man unter n eine "bdiäng große natürliche Zahl und setzt 
sodann v — d. h. &ßt man eine Zeile von hdiebig hohem Stdleneeiger 
ins Auge, so wird allemal: 


I — lim | «= 1 (also nicht beliebig klein). 

/U->oo ^ ' 

Es ist also nicht mSglioh, dem absoluten Betrage der Differenz — lim 

lediglich durch Fizierang einer passenden unteren Schranke fi => m für dUe v 
einen gewissen Eleinheitsgrad zu sichern. Im übrigen tritt das Wesen der 
im vorliegenden Falle vorhandenen unglddmäßigen Konvergem noch an- 
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schaulicher hervor, wenn man sich eine Angahl Glieder der gegebenen 
Doppelfolge nach Zeilen und Kolonnen geordnet anschreibt: 

n 1* 2* 8* ii* 

1 + 1* 1+8* i + S»“' 1 + ^* 

1* « 1* 2* 0*— 1)’ 

1-1-1* ^ 1 + 1* i + ä»’* ■ i + (^_i)» 

2* 1* rt 1* 0» — 2)* 

1 + 2* 1 + 1* ^ l + l»**’l + (jt_2)* 

3* 2* 1* „ 0^-8)* 

1 + 8* 1+2* 1 + 1* ^ '"l + ^^-lS)* 


Es zeigt sich, daß die Glieder jeder einzelnen Zeile schließlich he- 
ständig mnehmmd der Grenze 1 znstreben. Aber dieses Zmehmen der 
Glieder beginnt jedesmal erst rechts von dem Glieds der ffmptdiagonäle, 
welches in jeder Zeile 0 heißt: die sukzessive Annäherung der Glieder 
an den Grenzwert 1 wird also mit jeder Zeüe um eine Stdle weiter hinaus- 
gesdwben. 

4) Auch die Zeilen der Folge (^^*^7*)^ sind wigMeh/mäßig konver- 
gent Man hat in diesem Falle: 




(IV 




' — - — , lim af ' 

ifl + JL #.-►«• 

^ ff 


also: 


.M 




0 für 1 / =* 2y 3, 


fLV 


und daher für jedes noch so große n: 


,(«) 


-Um «fl 



1 

'2 ’ 


Die Glieder jeder einzelnen Zeile konrergieren hier schließlich beständig 
abnehmend gegen den Grenzwert 0. Aber das Abnehmen der Glieder be- 
ginnt wieder jedesmal erst rechts von der Ha/uptdiagonaley deren Glieder 

durchweg » sind. Bedeutet ferner p eine beliebige natürliche 

w JJ 


Zahl, BO findet man: 



P 

l+JP*’ 


d. h. das GUed i:+^> welches för v =>- 1, d. h. in der ersten Zeile, für 

H—p zum Yorsohein kommt, also an der 8i^ steht, resultiert in 
der n*“ Zeile erst für steht also dort erst an der p»*“ Stelle: es 

findet also mit jeder neuen Zeile, abgesehen von der (auch schon im 
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Torigen Beispiel herrorgetreteuen) Himmschtdnmg der Tendenz, dem 
Grenzwerte zoznstreben, eine beständige Verkmgsammg des Ani^erangs- 
prozesses (hier der Gliederabnahme) statt. 

5) Als unglev^mäßig leonvergent haben ferner die Zeilen der Folge 

zn gelten. Zwar hat mau hier: 

o/’’^ = -- + V, lim v, 

also: 

o^”>-lima<’'’- \ 

M ^ i“ II ^ 

und daher genau so wie bei dem Beispiele 1): 

,^M_lim ^ für und v-= 1, 2, 3, •••. 

Dagegen ist hier die Bedingung nidtt erfüllt, daß die lat*)! (wo 
— lim unter einer endlichen Schranke bleiben, denn man hat: 

fl-*-» ^ ' 

lim »W ai lim w — + oo . 

r->oo r->» 


6) Die Zeilen der Folge ((jit — v)*)\ sind ungl^dimäßy dwergmt. Es 
ist nämlich: 

<— (/t— v)*, lim o = + 00 für *>=0, 1, 2, •••. 

Nichtsdestoweniger läßt sich, wenn G > 0 beliebig Torgeschrieben wird, 
kein m so fixieren, daß: 


»» und V— 0, 1, 2, •••. 

fl — 

Denn, tote groß auch n angenommen werden möge, so ergibt sich stets: 


,(») 


0 , 


mit anderen Worten, die Hmpidiagoncde besteht wiederum aus lauter 
NuRe» und das Zmämen der Glieder beginnt allemal erst reehie daron.^) 
4 Eine analoge Yerallgemeinemng, wie wir sie früher für den Lmee- 
begnir durch Einführung des unteren und öb&ren Limes Torgenommen 
hal^, erweist sich auch für die Begriffe der glei<^mäßigen bzw. ungleidir 
mäßigen EouTeigenz und DiTcrgenz als durchführbar und zwecknüißig. 


1) Da die angeführten Beispiele außer 6) in bezug auf die beiden Indizes n, v 
-rSllig synunettisch gebaut sind, so können sie auch zur Edäuterung der fraglichen 
Sonvogenz- und DiTergenzdgenschaiken für die Eolotmen dienen. An Stelle des 


Beispiels 6) hätte man für den gleichen Zweck 


ledigUch + 


einsnif&iirene 
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Wir wollen zunäolist annelunen, daß die (nnteren and oberen) Lmites 
Otter 2j^je», zam mindesten nach AassddnB einer mdUdten Anzahl, nume- 
risch unter einer enHichen Säuranke hleiben (eine Annahme, die offenbar 
diejenige der Zettenhonvergene gegen endlieh hl^ende Limites als spe- 
ziellen FaU enthalt), etwa: 

(30) IM lim — 3^'^, wo: ^ j <A fttr; »^n. 

iH->oo ' ' 1 3^ ; J 

Alsdann existiert zu jedem e > 0 und für jedes einzelne v ^ n eine 
Jcleinste Zahl m,, sodaß: 

(31) + « fhr: v'^n. 

Bedeutet sodann: 

«M die untm Grenze der Zahlenfolge «M, > 

äW „ obere Grenze „ „ S«, 3(’'+^>, , 

sodaß also insbesondere: 

(32) sM^aM (übrigens auch: A fEir: v^n), 

so besteht gleichzeitig mit Ungl (31) umsomehr die folgende: 

(33) — e ^ ^ + * fttr: 

Haben nun in bezug auf diese letzten IJngleichui^en wiederum die 
Zahlen m,, fdr jedes einzelne e > 0 und fOr olle v ^ n ein^>estMmteB 
(allenfalls nur noch yon t abl^giges) Maximim m, sodaß also die Be- 
dingung (33) durch die folgende erselait werden kann: 

(34) T * ^ ^ 

so sollen- die Z^len der Doppdf(dge gleiäimäßig hesehrankt fttr 
heißen, ferner einseüig gUidunäßig hesdvräuM nnd zwar nadi unten bzw. 
nach öbenf wenn nur die erste bzw. zweite der beiden Beziehungen: 

(34a) — + s fflr: n'^m, v^n 

besteht.^) 

Da die Bedingung (34) sicher erfüllt ist, wenn schön die Bedin- 
gung (31) fttr ft ^ m gilt, und da diese letzten M Falle »> mit 
derjenigen fttr die gleidunäßi^ Konvergenz der bei v » n beginnenden 
Zetten zusammen^t (ygL (^6), S. 275), so erscheint diese letztere Eigen- 
sdiaft als ein spezieller Fall der gkidimäßigen B&da^änkäteii 

1) Im ernten FSlle bianohen natfirlich nni die im »reiten noz die |3^| 
unter einer endlidten Bebranke so bleiben. 
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Bleiben die = Ilm |> 1 | “ 1 ^ |> 9*‘^ß 

' ‘ */u->eo ^11 i ^ ' 

auch n annebmen möge, fttr v ^ » nicM unter einer endlichen Sctuanke^ 
so woUen wir in dem TorHegenden Zusammenhänge nur die beiden Fälle 
näher ins Auge fassen: 

(35) lim lim = + oo oder = — oo . 

v^oo/4->eo ^ 

Auf Ghrund dieser Voraussetzungen existiert dann zunächst zu jedem (be- 
liebig großen) A > 0 eine kleinste natürliche Zahl n, sodaß: 

lim 0 ^'^ > A, also auch: lim > A für: v ^ 

/i-Vao ^ /i-yoo 

oder: ] 3 ma^^ < — Ä, „ „ limoj’'^< — A für: 

Daraus folgt wiedenmi nur soyiel, daß für jedes einzelne v eine Tdeinste 
ZaU existiert^ derart^ daß: 

(37) bzw. für: 

Ist dann bei jeder Wahl von A für die Zahlen ein bestimmtes Maxir 
mum m vorhanden, sodaß also die obige Bedingung durch die folgende 
ersetzt werden kann: 

(38) alf^>Ä bzw. ajp<--Ä für: v'^n, 

so sollen die Zeüen der Doppelfolge (und, wie die Form der Bedingung (38) 
zeigt, dann eo ipso auch die Kolmnen) als gleichmäßig unbeschränkt^) be- 

1) Dabei wird im allgemeinen n mit Ä sich ändern (nämlich mit zunehmen- 

dem Ä gleichfalls zunehmen}. Dies wäre nur dann nicht der Fall, wenn von einer 
bestimmten Zeile ab, etwa für durchweg: 

lim + oo oder « — oo 

ausfiele. Alsdann genügt offenbar die Annahme n — n' für jedes beliebige A. 

2) Die Bezeichnung, deren wesentlicher Bestandteil in dem Beiworte f^gleich-- 
mäßig*^ besteht, bezieht sich (wie alle ähnlichen, in Nr. 3, 4 dieses Paragraphen 
eingefuhrten) nur auf die in Frage kommenden Zeilen als Gesamtheit. Dabei 
kann immerhin jede emzdne Zeile hegrenst (d. h. mit endlichen Hauptlimites 
versehen), ja sogar Tconvergent sein (vgl. weiter unten im Text das Beispiel 9». 
Ferner sei darauf hingewiesen, daß die zur Definition der gUkhmäfiigen Un- 
heschränktheit dienende Bedingung (88) mit deijenigen für die Existenz der Be- 
ziehung lim 4- <X) bzw. » — oo zusammenBlllt (s. § 40, S. 254, üngl. (Sa)). 

Jene nere Bezekhmmg der durch die Bedmgung (88) charakterisierten Eigenschaft 
der rechtfertigt sich indessen durch den veränderten Gesichtspunkt, unter 
welchem die fragliche Bedingung sich hier eingestellt hat, und erweist sich schließ- 
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zeichnet werden. Die Vergleichung der Bedingung (38) mit der fSr die 
gleidtmäßige Dmrgens geltenden (S. 275, Ungl. (29)) zeigt wiederum^ 
daß diese letztere Eigenschaft als spezieller Ftdl der soeben definierten 
erscheint. 

Fortsetzung der Beispiele. 

7) Die Zeilen der Folge gleichmäßig le- 

sehränU. Aus: 

ow ^ (- 1)'*+»«^ = (- (i + v) 

folgt zui^hst: 


o^’’^ = lim 0 . 1 ”^ 
/ 

also auch: 




-=lim 


+ 7 - (*’=!, 2,3, •••), 

aW = _l ä(v) = 4.1. 


Da andererseits: 


SO folgt: 


+ 7 (•- 1 . 2 , 3 ,-), 


und daher (in Übereinstimmnng mit der Definition (31)): 


— e H- « fSr: v = l,2,3,--- 

(wobei überdies: |aW| ^ 1, |äW] ^ 1). 

8 ) Die Zeilen der Folge ^(— 1)^ ^ "ijl ^ ~ sind ungleickmäßig 

iesdvränU. Aus: 


folgt: 


,W 


also auch: 


= — — lim a^’’^ = -h 1 , 


Andererseits hat man für jedes noch so große n: 

9 „(*) __J. 

®»±i 2 > 


.(»), 


d. h. in jeder Zeile mit beliebig hohem Stellenzeigern liegen für 0 < e < ■ 


lieh als zweekm&fiig, um gewiaae Analogien auisdien den leomergtnim und den 
e^mäiA dsvergeaten Doppdfolgen angemessen anm Ansdn^ zu hringen (vgl. die 
&tze (üb) Tmd.(in) des folgenden. Pazagiaphen, S.,290, 291;). 
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das »*®, (« + !)*• und (n + 2)*“ Glied stets noch außerhalb des InterTalls 
— 6, «(*5 + e), d. h. (— 1 — e, 1 + e). 

9) Die Zeilen der Folge wdche oben (s. Beispiel 5)) als 

mglekhmäßig Tcoweergent erkannt wurden, sind andererseits gleichmäßig 
mbesehränU. Man hat nämlich: 


Wird also A>Q beliebig groß nnd sodann n'^A angenommen, so folgt: 

> A für: #t^l, v^«. 

10) Gleiehmäßig unbesdvränM sind auch die Zeilen der Folge 

(v + (1 4- (— 2Ian hat in diesem Falle: 

= V, wenn g mgerade, — v + 2ft, wenn g gerade, 

fl ff 

mithin: 

=, v, iim •- + 00 * 

jU->00 ^ /!->•» ^ 

Wird jetzt J. > 0 beliebig groß nnd sodann n> A angenommen, so 
folgt also: 

> A für: v ^ «, g^O. 

11) Es werde gesetzt: 


.W 


— g, wenn: g<v 
0, wenn: g — v 
V, wenn: g>v 


c 


1 , 2 , 3 ,.. 7 -^ 


1) Will man dnich einen einzigen arithmetischen Ausdruck darstellen, 
so braucht man nur zu setzen: 


a<") = lim?5l 




liv 


^ 

und zu beachten, daß man diesem Ausdrucke die beiden Formen geben kann: 

(C- 


und 


If-nn 

jp-^ee 


Um - 




1 

p-1 


‘-(0 


deren erste fOr den Fall die zweite fßr unmittelbar das erforderliche 

leistet, während f8r die ursprfingliche Form des Ausdruckes ausreichi 
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Da ja in jeder Zeile Ton beliebig hohem Bange v schließlich immer ft >v 
wird, so hat man: 

hm = lim a^’’^ = v, 

d. h. die Zeilen sind sämüioh hmvergmt, aber ungleichmäßig, da ja der 
Grenzwert v ins ünendhche wächst, übrigens aber auch schon darum, 
weil (für jedes noch so große w) == 0, — — (w — A) (für 

A — 1, 2, •••,» — 1). Aus diesem letzteren Grunde sind dann die Zeilen 
auch nicht emmed gleuhmäßig wAeschränU.^) 


% 43. Beziehnngeii zwischen den Doppellimites nnd den iterieri»n 
Zeilen« hzw. Eolonnenlünites. 

1. Mit Hilfe der in Nr. 3 und 4 des vorigen Paragraphen eingeführteu 
Unterscheidungen lassen sich die Beziehungen zwischen den in § 40, 41 
betrachteten BoppeUirmtes und den iterürten Limites der ZeUen oder Ko- 
lonnen in sehr allgemeiner Weise feststellen. 

Als Ghmndlage ergibt sich zunächst der folgende Satz: 

(I) Der üerierte untere (sc. Zeilen- oder Kolonnen-) Limes 
ist niemals Meiner, der iterierte obere Limes niemals großer, cds 
der entsprechende Doppdlmes, d. h. man luxt: 


( 1 ) 


lim a ^ 


^ ^ ^ lim hm aj(^ 

^->00 ^ /u->-ee 

^ ^ liSL ^ 

V ßt-^co r->-oo ^ 


iinn 


^lim a 


Beweis. Nach dem Satze von Nr. 2 des vorigen Paragraphen 
(S. 272) kann man jeden der in kommenden iterierten Limites 

durch den Limes einer konveigenten regulären TeUfdge ersetzen. Anderer- 
seits gibt es aber nach § 41, Nr. 5 (S. 267) "keine reguhbre Teflfolge, 
deren Grenzwert kleiner als hm oder größer als hm ausfiele. 

Hieraus ergibt sich aber ohne weiteres die Richtigkeit des ausgesproche- 
nen Satzea — 

Fallen die beiden äußersten Glieder der Ungleichungen (1) znsaminen, 
so gilt, das gleiche für äde Gheder, und man gewinnt daher mit Be- 
nützung der in § 42, Nr. 1 an die Beziehungen (5) geknüpften Be- 


1) Die Beispiele 7), 8), 11) gelten ohne weiteres aneh in gleicher Weise für 
die AisloNfMn, , die Beispiele 8) und IC) nach TectauBchung vcm u und p. 
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merkang (S. 271) dea folgenden fär die Anwendungen besonders nütz- 
lichen Spezialsatz: 


(la) Wenn lim a^’'^ im weüerm Sinne meiert (wem also 




die Doppdfolge ionvergiert oder eigenüi<di divergiert), so be- 
stehen die Bemhmgen: 


(la) 


lim lim a 

r->oo ^ 

lim lim a 


(»•) 


(r) 


= lim a, 


(0 


Dabei braucben also die einzelnen Zeilen und Kolonnen noch nicht 
zu konvergieren oder eigentlich zu divergieren, es können also Im 

und lim (bzw. Im und lim durchweg verschieden ausfallen. 

Nichtsdestoweniger existieren (im weiteren Sinne) unter der gemachten 
Voraussetzung lim Hm lim lim (bzw. Hm Hm lim Hma^^’'^) 

und sind sämtlich einander gleich. 

(Beispiele. Setzt man, wie in Bei^iel 7) des Torigen Paragraphen 


.W, 


,(_l)«+’'(.i + .l), so folgt: 




limo^’’^ ’ 


' — : limo^”? 


X 


lim a, 


(y) 


1 



andererseits: lim 
auch: 


0 und daher in Übereinstimmung mit Satz (la) 


Km Um — lim lim =• 0. 

r->oo fA-^ea ^ ft-^oo v-^eo ^ 


Sei ferner: a’^ = v -f- (— Vf, so hat man: 

— w— 1, Umaj’’^ — w-1-1; Im a^’'^ = -|-<X); lim = -f- oo , 
und BchUeßlich wieder: 


lim Um a^’’^ — lim Um ■- -f- oo.) 

»-►08 |U->eo ^ fi^oa v->0B ^ 

Sind auBer der DoppeUblge auch die einzelnen Zeilen und 
Kolonnen konvergent oder eigenüich divergent, was z. B. stets der Fall sein 
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muß, wenn die Doppelfolge eine monotone ist^), so nehmen die Glei- 
chungen (la) die noch, speziellere Form an: 


(ib) 


lim lim 

V-^CO /l-^OO ^ 

lim lim 
^•>00 1»->00 ^ 


-Umaj''’. 


2. Aus den Bezieliungen (la) folgt, daß die Eansten^ (im weiteren 
Sinne) von lim eine hinreißende Bedingung für die Existenz und das 

ZusammenMlen der iterierten Zeilen und EolonnenUmites, also für das 
Bestehen der Belatiou: 


(2) lim Hm o^’’^ ■= lim lim a 

v-¥oa jjL-^oo ^ v->-qo ^ 

bildet. Diese letztere ist somit umgekehrt eine notwendige Bedingung für 
die Eidstem von lim a^\ Daraus ergibt sich also insbesondere, daß lim 

sicher nicht existiert, wenn jene beiden iterierten Limites vei'schieden aus- 
fallen. (Beispiele: 


fl 



lim = 

1, 

lim 

lim 







lim of”) = 

0, 

lim 

lim 




fl-*-» 

r-yoo 


lim = 

1, 

lim 

lim 




1/-^oo 



lim öf’’^ = 

0, 

lim 

lim 





v->oo 



S. auch Beispiel 11) des Torigen Paragraphen.) 

Andererseits erscheint die Existenz Ton lim hemeswegs als not- 

wendig für das Bestehen der Beziehung (2), wie die Beispiele 3), 4), 6) des 
vorigen Paragraphen (S. 276 — 278) zeigen, sodaß also die Beziehung (2) 
noch Tceirw hinreißende Bedingung für die Exisleng von lim liefert 

n,v-r» ^ 


Zur lUnsfcration dieser Tatsache möge neben den soeben zitierten noch 
das folgende Beispiel als besonders lehrreich angeführt werden. Es sei 
für 1, 1: 


(-1/ 




1) Die Zeilen und Kolonnen einer monotonen Doppelfolge aind offenhar gleich* 
falls monotone Folgen. Dies folgt unmittelbar aus der Definition (9) des § 40 (S. 257), 
wenn man daselbst e o bzw. ^ 0 setzt. 



286 Abschnitt I. £ap. YI. Zweifach unendliche Zahlenfolgen. 

Man hat hier zunächst: 


Nr. 2. 


lim = lim (— 1/' • 

/ f>00 ^<->00 

limof = Um(-iy‘. 



also auch: 

» » 


lim lim =» 0, 

r->oo ^ 

lim lim -= 0. 

fi->ea r->oo ^ 


Ferner ergibt sich: 

lim aj’^^ 

r->oo 


lim(-iy- 

l'-^00 


1 + w» 


0 , 


und sogar für jedes ganzzahlige 9^0, r^l: 


lim a 


Irr) 


pv+q 


limo^^’"*'*’ 

•U.XJX 

»•->00 


lim(-lf’'+® 

r->oo 


(jp» + g)Vy^ 
(jpv + 2)* + r®v® 


lim(-ir+* 

r->oo 



= 0, 


lim(-l)”. 

r->oo 


r*y*(jpy + g)” 
r®v*+ (pv + g)® 


r-»-«© 



0 . 


Für diese Doppelfolge haben also nicht nur die beiden iterierten 
lAmiUs und der lAaies der Hoa»^täiag(Malmi(A%Q den Wert 0, sondern 
aXle möglichen j^eradlmigen“ Teilfolgen besitzen gleichfalls den Gv&m- 
weart 0. Nichtsdestoveniger findet man für ft = 


also; 

lim 0.^,5 - + c», 

und daher: 

lim ■= — oo, lim o^’’^ = + oo.*) 

//,r->.oo ^ /r,9*->oe ^ 

1) Bezüglich dieser Bezeichnung s. Fußn. 2, S. 267. 

2) Verzichtet man auf die Darstellung der durch einen einheitlichen Aus- 
druck, so wird das wesentliche dieses Beispiels schon geleistet, wenn man setzt; 

« 1 *^ = (— 1)*' • V, im übrigen: ^ 0. 
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3. Ebensowenig, wie die Existenz und das ZusatnnmfdUen der beiden 
iterierten Limites:, lim lim und lim Im <>1*^ <11^ Existenz des Boppä- 

limes lim und somit (nach Satz(Ia)) auch dessen Zusammenfällen mit 

jenen sichert, ebensowenig brauchen auch die iterierten unteren bzw. obermLi- 
mites: lim lim aj^\ lim hm bzw. lim lim lim lim ajf mit den 

entspreclieziden Doppellimites: lim bzw. lim a zusammenzufaileiL Die 

^ jUyV-^oo ^ 

notwendigen und hmrnchmden Bedingungen hierffir, zuimchst fOr den 
Fall, daß die in Frage kommenden iterierten Limites endUch ansfallen, 
liefert der folgende Satz: 

^ Für die EndUchkeit und das ZusamnenfdUen des ite- 
rierten unteren bzw. oberen Zeüerdmes tmt dem unteren bzw. 
oberen Eo^pdClimes ist notwendig wnd hinreichend, daß die 
Zezlen mit eventudlem Ausschlüsse einer encdüdien AnzeM nach 
unten bzw. nach oben gleichmäßig beschränkt sind. 

Das analoge güt bezüglitdi der Eßhnnen. 

Beweis. Setzt man, wie bisher (S. 279, Gl. (30)): 

lim = q Üm a^^ = 3 

und bezeichnet mit die (endliche) untere Grenze 

Ton aW, •• •••, 

mit die (endliche) obere Ghenze 

von äW, 5(’'+% , 

so besagt die Behauptung, daß erstens: 

(3) lim q — Im a^^ — q bzw. Üm 3 ■»» lim ajf^ — 3 

fi,v^9h ^ r->-oo ^ • 

(d. h. endliche Zahlen), 

wenn ein bestimmtes n und sodann zu jedem e > 0 ein bestimmtes m 
ezistierl^ derart, daß (s. 8. 279, üngl. (34a)): 

(4) — bzw. ^ 5^’'^ + « fttr: 

und zuj^oh die |a(*)| bzw. für unter einer endlichen 

Schranke A bleiben; und daß zweitens, wenn eine der Gleichungen (3) 
besteht (mit dem Zusatkie, d^ Im bzw. lim endliche Zahlen vor- 

stellen), daraus die Existenz der entsprechenden Bedingung (4) resultiert. 



388 Absclmiiili 1. Eap. YL Zweifadi unendliohe Zahlenfolgen. Nr. 8. 

Angenommen, es bestelle zunächst die Yoraussetznng (4). 

Da die tmterm Grenzen a^*\ • • • Bm^niemcilsabn^mende, 

die oberen Grenzen äW, • • • eine niemüs sunehmende 

Folge bilden und numerisch unter A bleiben, so existieren die Grenz- 
werte: 

(5) lim «W a bzw. lim ä, = 5 

r->oo y-^es 

in dem Sinne, daß a, ä bestimmte Zahlen vorstellen. Da andererseits 
die untere Grenze dm: Folge aW, • • • und «W die obere der 

Folge gM, • • •, so ergibt sich auf Grund der Definition 

des unteren bzw. oberen Limes (s. § 36, S. 316, GL (16), (18)): 

(5 a) Um •=• Hm «W — a bzw. Hm =- Hm «W -=. 

»->•00 »->00 »->00 »->00 


Man hat sodann bei passender Wahl Ton n: 

(6) ® ~ s ^ ^ 2 w. äW ^ ä -f- fi fär: v ^ 

also duroh Kombination der Ungleichungen (4) tmd (6): 

(7) o — bzw. a^^^ä + 2s ffir: v^«'. 

Hieraus folgt zunächst, daß: 


Hm — 2e bzw. Hm ^ 5 -f 3«. 

/U,»->00 ^ fl,V^09 


Da es aber freisteht, s unbegrenzt zu rerhleinem, und da andererseits 
nach Satz (I) dieses Pan^pnphen (S. 283): 

Hm ^ lim 

/0»->eo ^ »->00 

so findet man, daß: 

( 8 ) 


a bzw. Hmo^’'^^Hm<»^’'^ — a, 

ß,v-¥» ^ Ml'"-*“ 


Hm a^’ = a bzw. lim = S, 


d. h. wie behauptet: 

(3) ^ Hm =— Km = a bzw. Hm Hm — Hm == g. 

»•>«0 /U->oo ^ /I,»->00 ^ »->oe/<->oe ^ ^ 


Die Bedingungen (4) sind also in der Tat Imreichmä fär die End- 
Hdikeit des Uerierten unteren bzw. oberen Zeilenlimes und das Zusam- 
menfällen mit dem entsprechenden DqgpeHimea 

Um auch die Notwendigheit der Bedingungen (4) für das Zustande- 
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kommen der Beziehungen (3) zu erweisen, nehmen wir jetzt das Bestehen 
dieser letzteren als Voraussetzung an. 

Dann müssen sich zunächst auf Ghrund der Definition des unteren 
bzw. oberen D<^j)ellimes (s. S. 261, UngL (7)) zu beliebig kleinem e > 0 
zwei natürliche Zahlen m, n so fixieren lassen, daß: 

(9) « — « ^ bzw. ^ 5 + fi für: ^ n'. 

Da aber nach Gl. (5); 

a = lim «W bzw. ä =- lim 

V-^OO V-^» 

und die Folge der niemals abnimmt, diejenige der niemals zu- 
nimmt, so hat man bei passender Wahl von » ^ 

a — bzw. für: v^«. 

Daraus folgt aber, daß die { | bzw. | | für v ^ » unter einer end- 

lichen Schranke bleiben und daß: 

— s — s bzw. ä -[- e ^ äW + g 

und daher die Ui^eichungen (9) durch die folgenden, für v^n be- 
stehenden und mit (4) übereinstimmeuden ersetzt werden können: 

bzw. a« -h c. 

— fl fl — 

Damit ist aber der ausgesprochene Satz (Q) ToUständig bewiesen. 

In ganz analoger Weise ergibt sich das entbrechende Resultat be- 
züglich der Kolonnen. 

4. Besonderes Interesse bietet wiederum der Fall, daß die untere» 
und oberen iterierten bzw. Doppellimites znsammenfallen. Wird das Zu- 
sammenfällen des iterierten unteren und oberen ZSeilenlimes, mit an- 
deren Worten, die jßzistene von lim Im als einer einzigen bestimmten 

Zahl Torausgesetzt, so ergibt sich zunächst ans dem Satze (U) der fol- 
gende Spezialsatz: 

(lla) Warn der Uerierte ZeUenlimes überhm^ em^iert, so 
ist für seine EndMdikeit und die Existens eines (edsämn mit Um 
msammenfcdlenden) EoppdBUmes notwendig und hinreichend, 
daß die Zeüm mit eoerdu/ädem Aussdduß einer mdliehen AnssM 
gleichmäßig beschränkt sind. 

Der analoge Satz würde dim in bezug auf den iterierten Eolonnen- 
limes gelten. Nimmt man indessen den &tz (la) (B. 284) zu Hilfe, so 

Prlngf heim, Yorleiimgen 1, 1. 19 
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folgt Bchon ans der nach dem Torsteheuden Satze (Ila) resultierenden 
Existenz eines endlichen Do^jpeZlimes diejenige eines damit glei(divertigen 
Uenerten £blonnenlimes nnd diese letztere involyiert dann nach dem fOr 
die Kolonnen geltenden Analogon za Satz (Ila) auch die gldchmäßige 
Bes<Ar&Mieit der KdUm/nm. Man kann daher den Satz (Ha), wenn man 
überdies noch berücksichtigt, daß die Existme eines enäliäun Boppd- 
limes mit der Konv&rgeng der Doppelfolge zusammenMlt, dnrch den fol- 
genden allgemeineren ersetzen: 

(Ilh) Für die Konvergene der Boppelfolge ist not- 
wendig und hinreichend, daß die Zeilen oder Kolonnen mit 
eventudlem Ausschluß einer endUehen AnsoM gleichmäßig he- 
sehränM sind^) und daß lim hls ein- 

^ /U<>eo ^ 

devtig bestimmte ZkM existiert. Sind diese Bedingungen für die 
Zeilen und für lim lim erfüllt, so bestehen sie ohne werteres 

OMch für die Kolonnen und für lim Im a'f^\ vice versa, und 

if-yao ^ 

mm hat in baden Fallen: 

(10) lim = lim ^ a^*^ = lim hm a^*^. 

/i,r-yao ^ ir-yeo /4-y«9 ^ /i-yoo v-yoo ^ 

Da es freisteht, den Boppdlxmes lim a^, sobald seine Existenz fest- 

stehi^ dnrch den speziellen für ^ = v resultierenden, also dnrch den einr 
faehen Limes lim zu ersetzen, so hat man unter den Voranssetznngen 

r-ypo 

des Satzes (Üb) insbesondere: 

lim lim a^^ 

(11) ,, -lim««*) 

Um hm aj’'' 

/U-yoo r->«o ^ 

1) Eine Dojßp^Zfolge kann also Icowßergent sein, ohne daß eine einzige Zeüe 
(oder Kolonne) honoergiert. Dagegen kann bei einer konvergenten Doppelfolge 
k^cbstenB eine endliche Anzahl von Zeüen (Kolonnen) eigenüich divergieren bzw. 
ein unendliehee Qrensintervdll besitzen. 

2) Ein Beispid für die Anwendung dieses Prinzips d. h. der Möglichkeit, einen 
iterierten Limes durch den einfachen Limes der „äanptdiagonale** zu ersetzen, 
bietet schon die in § 28, Nr* 2 gegebene Darstellung des Grenzwertes einer kon- 
vergenten Folge unendHcher Systembrüche (wo ft die QUederzM jedes einzelnen 
Bruches «s Ktdonne, v seine Nummer » Zeüe der Doppelfolge bezeichnet) 
veiznitt^t der Bezidiung; 
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5. Es bleiben noch die Beziehungen der iterierten Limites zu dem 
unteren und oberen DoppdiimeB fBr den Fall zu nntersuchen, daß die- 
selben (positiv oder negativ) mmMsk groß ausfaUen. Hat man zniJiChst 
für die iterierten Zeiüewlimites: 

(12) Um Um = — oo bzw. lim lim — -f- oo, 

so folgt ans dem Satze (la) dieses Paragraphen, daß auch: 

Um =• — oo bzw. lim — + oo- 

/U,V->oe ^ 

Es bestehen also ia diesem Falle die den Hauptaussagen des Satzes (H) 
dieses Paragraphen (S. 287) analogen Beziehungen: 

(18) Um ■■ lim Um bzw. Um » lim lim 

ohne jede weitere Voraussetzung. (Analcg wiederum fttr die Kolonnen.) 

Des weiteren bleibt dann für ein Zusammenßdlen der iterierten Zeüen- 
Umites noch als letzte MSgUohkeit: 

(14) Um Um ■« -f oo bzw. == — oo. 

Wmm dann der Dqppellimes lim tlberhanpt eanstiert, so folgt wiederum 

aus dem Satze (la), daß er mit dem iterierten .ZetZenlimes (14) znsammen- 
fSUt und daß das {Reiche auch fflr den iterierten KbloflnsnUmes gilt. Das 
analoge Resultat ergibt sich, wenn man statt von der Voraussetzung (14) 
von der entsprechenden fdr den iterierten Ktßonnenlime» lim lim 
ausgeht: " 

Da andererseits die Bezidiung lim — 4-00 bzw. »> — 00 die 

gleicJmäßige ühhesdhränkäkeit der Zeilen und Kolonnen nach sich zieht 
(s. S. 280, Fußnote 2) imä umgdcehrt, tlberdies auch mit der rtgenäiehen 
Binergent der Doppelfolge (ajf] zusammenfiUt, so lassen sidi die vor- 
stehenden Betrachtungen zu dem folgenden mit dem Saine (Hb) ana- 


lim lim «r ^ Um 

»-►eo/t-^go ^ »B«o 

(a. a. 0. S, 169y GL (11)). Diese Darstellnzig ist zulässig, da, wie man IdoLt er- 
kennt, die Zeilen {v « 0, 1, 2, - • «) gleiehmäfiig hannergiereuL 


19 * 
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logen Satze zusammenfassen; der im übrigen nichts neues aussagt; 
sondern, wie in der eben erwähnten Fußnote bereits angedeutet wurde, 
lediglich eine andere Ausdrucksweise für die Definition der eigentlichen 
Divergenz einer Doppelfolge entlmlt: 

(III) Fw die eigentliche Divergenis der Doppelfolge 
ist notwendig und hinreichend, daß die Zeilen oder Kolonnen 
gleichmäßig unheschränM sind. Ist diese Bedingung für die 
Zeilen erfüllt^ so besteht sie auch für die Kolonnen^), vice 
versa, und mm hat sodann: 

(15) lim *= lim lim lim lim a^*^ » -[- c» bzw. = — oo. 


1) Ein Unterschied in der Formnlierang der beiden Sätze besteht darin, daß 
bei dem Satze (Üb) die Existenz von lim ^n oder lim Um ausdrücklich 

^ /i-yop v->-a6 

vorausgesetzt werden muß, was hier nicM der Fall ist. 

2) S. § iS, Nr. 4, Ungl. (38) (8. 280) und die daran geknüpfte Bemerkung. 






